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2021,87 sayfa

Bu calismada, Fredholm, Volterra ve Volterra-Integro integral denklemlerinin
katsayilar1 ve baslangic kosullar1 rastgele degisken secilerek denklemler rastgele hale
getirilmistir. Bu denklemlerin ¢dziimleri i¢in yar1 analitik yontemlerden diferansiyel,
Elzaki, Laplace ve Sumudu doniisiim, varyasyonel iterasyon yontemlerinin yani sira
direkt ve seri ¢oziim yontemleri de kullanilmistir. Ayrica, elde edilen rastgele Fredholm,
Volterra ve Volterra-Integro integral denklemlerin ¢dziimleri bulunarak, ¢dziimlerin
olasilik karakteristikleri incelenmistir. Parametreler farkli olasilik dagilimlarindan

secilerek, &rnegin Beta, Gamma, Ucgensel, Ustel, Diizgiin, Normal dagilim olmasi
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durumunda ¢oziimlerin beklenen deger ve varyanslari hesaplanarak, grafiksel olarak

gosterilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Beklenen Deger, Fredholm, Rastgele Degisken, Rastgele Integral

Denklem, Varyans, Volterra ve Volterra-Integro integral Denklemler.



ABSTRACT
MS THESIS

BEHAVIOUR of SOLUTION FREDHOLM and VOLTERRA INTEGRAL
EQUATIONS With RANDOM EFFECTS
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Gilimiishane University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematical Engineering

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet MERDAN
2021, 87 pages

In this study, the coefficients and initial conditions of Fredholm, Volterra and
Volterra-Integro integral equations were randomized by selecting random variables. For
the solutions of these equations, the semi-analytical methods such as differential, Elzaki,
Laplace and Sumudu transform, variational iteration methods as well as direct and serial
solution methods were used. In addition, the solutions of the random Fredholm, Volterra

and Volterra-Integro integral equations were found and the probability characteristics of
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the solutions were examined. Parameters are selected from different probability
distributions, for example, in case of Beta, Gamma, Triangular, Exponential, Uniform,

Normal distribution, the expected values and variances of the solutions are calculated and
shown graphically.

Keywords: Expected value, Fredholm, Random Variable, Random Integral Equation,

Variance, Volterra and Volterra-Integro integral equations
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1.GENEL BILGILER

1.1. Giris

Integral denklemler bilinmeyen fonksiyonlarin integral isareti altinda isleme alinan
denklemlerdir. integral denklemleri anlatmak igin sadece bu tanim yeterli degildir. integral
denklemlerin biitiin tiirlerini kapsayacak teoriyi kurmak miimkiin olmayabilir. Bu nedenle
birbirinden farkli integral denklemleri ayri ayri incelemek gereklidir. Boylece integral
denklemler i¢in genis bir arastirma sahasi agilmis olur.

Integral denklemlerle ilgili calismalar 19. yiizyilda baglamistir. Baslangicta dagimik
ve rastgele arastirmalar yapilmigtir. Daha sonralar1 daha sistematik ve diizenli ¢aligmalar
yapilip sonuglar alinmaya baslanmistir. Ilk olarak 1823 yilinda Abel’in mekanik
problemlerini inceledigi siralarda integral denklemlere rastladigi bilinmekle birlikte
integral denklem deyimi Du Bois Reymond’un 1888’de yaymnladigi makalesinde
kullanildig1 anlasilmaktadir (Bocher, 1913). integral denklemlerle ilgili Tricomi (1955),
Petrovsky (1953) ve Lovitt (1924)’e ait kaynaklarda mevcuttur. integral sinirlarindan
birinin degisken olan dogrusal integral denklemlerle ilgili ¢aligmalar Italyan matematikgi
Vito Volterra (1860-1940) tarafindan yayimlanmistir. Fredholm de Volterra' nin 1884
yilinda sundugu benzer yaklagim problemlerini incelemis ve 1903' te bu konuda makalesini
yayinlamigtir.

Integral denklemler evrensel denklemlerdir ve integral denklemler ¢oziilmesi zor
denklemlerdir. Diferansiyel denklemler bazi problemleri ¢6zmekte tek baslarina yeterli
degildir. Bu sebeple diferansiyel denklemlere sinir sartlarinin da eklenmesi gerekir.
Integral denklemler ise bir problemin tam tanimini verdiginden dolay: eklenmesi gereken
sartlara gerek kalmaz. Temelde benzer olduklarindan diferansiyel denklemler integral
denklemler olarak da ifade edilebilir.

Integral denklemler matematik ve fizik basta olmak iizere bircok dalda
kullanilmaktadir. Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde de integral denklemler
kullanilmaktadir. Integral denklemler konusu diferansiyel denklemler, operatorler teorisi
gibi matematik konulariyla i¢ i¢e incelenmektedir. Fizik ve matematikteki bir ¢cok denklem
adi ve kismi diferansiyel denklem olarak ifade edilebilir. Ayrica matematiksel fizik ve

uygulamali matematikte bircok alanda integral denklemler rol oynamaktadir. Integral



denklemler incelenirken lineer cebir ve fonksiyonel analiz konularindan da
faydalanilmaktadir. Ornegin lineer integral denklemlerin konusu icerisinde goriilen 6z
vektor, 6z fonksiyon ve vektor uzaylari kavramlari ayn1 zamanda lineer cebirin de temel
kavramlarindandir. Integral denklemlere cesitli sekillerde rastlamak miimkiindiir. Bu
cesitlilik integral denklemlerin genel bir ¢oziimiiniin bulunmasini zorlagtirmaktadir. Bu
nedenle arastirmalar her bir integral denklem i¢in ayr1 ayri ¢oziim yontemleri gelistirmesi
seklinde yiiriitiilmektedir.

Bu tez c¢alismasinin amaci volterra, fredholm ve volterra-integro integral
denklemlerinin katsayilarin1 veya baslangi¢ kosullarini rastgele segerek, rastgele volterra,
fredholm ve volterra-integro integral denklemlerini elde etmek ve elde edilen denklemlerin
farkli yontemlerle c¢oziimlerini bularak beklenen deger ve varyans gibi olasilik
karakteristiklerini elde ederek ¢6ziim davraniglarini grafiksel olarak gézlemlemektir. Bu
caligmada rastgele volterra, fredholm ve volterra-integro integral denklemlerinin ¢oziimler
bulunurken Diferansiyel Déniisiim Metodu, Varyasyonel Iterasyon Metodu, Sumudu ve
Elzaki Doniistim Metodu, Laplace Dontisiim Metodu, Direkt Hesaplama Metodu ve Seri

Coziim yontemleri kullanilmastir.

1.2. integral Denklemlerin Ozellikleri ve Simiflandirilmasi

Integral denklemler uygulamali matematikte &nemli bir yer kaplar. Bu tez
caligmasinda integral denklemlerin kisaca siniflandirilmalart verildikten sonra bazi integral
tiirleri incelenmis, integral denkleminde bazi katsayilar rastgele degisken secilerek elde
edilen integral denklemlerinin olasilik karakteristikleri incelenmis ve bu integral
denklemlerin ¢dziimleri ile ilgili baz1 yontemlere yer verilmistir. Ozellikle giiniimiizde bir
cok alanda kullanilan volterra ve fredholm integral denklemlerin genel tanimlar1 ve ¢oziim
yontemleri verilmistir. Bu tezde rastgele integral denklemler iizerinde ¢alisilmis ve farkli
olasilik dagilimlarindan segilen rastgele degiskenler icin elde edilen ¢oziimlerin beklenen

deger ve varyansi bulunarak ¢oziimler grafiklerle gosterilmistir.

1.3. integral Denklemlerin Genel Ozellikleri

Bilinmeyen fonksiyonun integral altindaki denklemlere integral denklemleri denir.

Bu tip denklemlerin genel gosterimi asagida verilmistir.



u(x) = £(0) + A [; K(x, Du(t)de (1.1)
Burada u(x) bilinmeyen K(x,t) ve f(x) bilinmeyen fonksiyonlardir. x ve t reel

degiskenler olup (a, b) araliginda degerler almaktadir. A ise sayisal bir parametredir.
1.4. integral Denklemlerin Simiflandirilmasi

Integral denklemler lineerlige, tekillige, bilinmeyen fonksiyonun bulundugu yere,

homojenlige ve sinirlarina gore siniflandirilir.

1.4.1. Lineerligine Gore Simiflandirma

Integral denklemleri lineerlige gore simiflandirirken u(x) bilinmeyen fonksiyonunun
lineerligi temel alinir. Bu siiflandirmada integral denklemler lineer olan ve lineer olmayan

integral denklemler olmak tizere iki grupta incelenir.

u(x) bilinmeyen fonksiyon olmak {izere

u(x) = f(x) + [ KCx, Hu()de (1.2)

ifadesine integral denklem denir. Burada u(x) bilinmeyen fonksiyonunun lineer olmasi

halinde ,integral denklem integral lineer denklem adin1 alir.
u™(x) = f(x) + [T KCx, Hu()de (1.3)

integral denkleminde ise u(x) bilinmeyen fonksiyonunun n.kuvveti bulundugundan, lineer

olmayan bir integral denklem olmaktadir. Daha genel olarak,
ut(x) = f(x) + [ dlx, t,u()de (1.4)

denklemi de lineer olmayan integral denklem olmaktadir.



1.4.2. Tekilligine Gore Siniflandirma

Integral denklemlerin smiflandiriimasinda K(X, t) fonksiyonun siirekliligi dnemlidir.

Integral isareti altinda bulunan K(x, t) fonksiyonuna ¢ekirdek fonksiyonu denir.
Tekil integral Denklemler

Integral denklemin sinir araliklarinda K(X, t) ¢ekirdek fonksiyonu siireksiz olan veya

integral sinirlarindan en az biri sonsuz olan,

u(x) = f(x) + A [ K(x, Hudt (1.5)
yapisindaki integral denklemlere tekil integral denklemler denir.

Tekil Olmayan integral Denklemler

Integral denklemin smir araliklarinda K (X, t) ¢ekirdek fonksiyonu siirekli olan ve
integral sinirlart sonsuz olmayan integral denklemlere tekil olmayan integral denklemler
denir.

1.4.3. Homojenligine Gore Siiflandirma

Bu smiflandirmaya gore integral denklemler homojen olan ve homojen olmayan

integral denklemler olmak iizere iki grupta incelenir. Integral denklem bilinmeyen U(x)

fonksiyonuna gore homojen olup olmadigi agisindan siniflandirilir.
Ux) = [ K(x, ©) U(t)dt (1.6)
homojen integral denklem olarak adlandirilir. Bununla beraber;

Ux) = f(x) + [ K(x,£) U(E)de (1.7)



denklemi homojen olmayan integral denklemdir. Buradaf (x) homojenligi bozmaktadir.
U(x) = [) K(x,t) U()dt (1.8)

Homojen integral denkleminde U(x) = 0 i¢in bir ¢6ziim vardir. Bu ¢6ziime agikar

¢Oziim denir.
1.4.4. Yapilarina Gore Sitmflandirma
Yapilarina gore integral denklemler 3 sekilde incelenir.

1.Tiir: Eger bilinmeyen fonksiyon sadece integral i¢inde bulunuyorsa bu tip denklemlere

1. Tiir integral denklem denir. Ornek olarak
X% = [ (x = )U(B)de (1.9)
denklemi verilebilir.

2.Tiir: Bilinmeyen fonksiyon integralin hem i¢inde hem disinda bulunuyorsa bu tip

integral denkleme 2. Tiir integral denklemi denir. Ornek olarak;

U) = [ K(x, ©) U)dt (1.10)
veya
U) = f(x) + [, K(x,0) U(t)de (1.11)

3.Tiir:p(x), f (x)veK (x, t) fonksiyonlar: bilindiginde
P(OU(x) = [ K(x,t) U(t)dt (1.12)

Seklindeki integral denklemdir. 1. ve 2. Tiir integral denklemler 3. Tiir integral denklemin

@(x) = 0 ve ¢(x) = 1 durumlari igin 6zel halleridir.



1.4.5. integral Simirlarina Gore Simflandirma

Integral denklemlerin bir siniflandiriimasi da integral denklemin sinirlarinin degisken
veya sabitlerden olusmasina gore yapilmaktadir. Simirlart degisken olan integral

denklemlere Volterra Integral denklemi denir.

p(x) = [T K@, D) U(®)dt (1.13)
U(x) = f(x) + [, K(x,t) U(Ddt (1.14)
P(ux) = F(x) + [ K(x,©) U()dt (1.15)

Seklindeki integral denklemler volterra integral denklemlerdir. Eger integral denklemin
siirt

x = b seklinde sinir sabit say1 ise bu integral denklem fredholm integral denklemi olarak

adlandirilir.
Ux) = f(x) + [, K(x,0) U(t)de (1.16)
POV = f(0) + [, K(x,8) U(E)de (1.17)

Fredholm integral denklemine ornektir. Simdi de Fredholm integral denklemlerini

inceleyelim.

Fredholm Integral Denklemleri

a, b ve A sabit sayilar olmak tizere

P(u(x) = f(x) + 1 [ K(x, Ou(t)dt (1.18)



Denklemine fredholm integral denkleminin standart formu denir. Eger ¢ (x) = 0 alinirsa

FO) +A [ K(x Hu(®)de =0 (1.19)

denklemi elde edilir. Elde edilen bu denkleme 1.tiirden fredholm integral denklemi

denir.p(x) = 1 alinirsa

u(x) = f() + A [, K(x, Du(t)dt (1.20)

denklemi elde edilir. Elde edilen bu denkleme 2. Tiirden fredholm integral denklemi denir
(Wazwaz, 1999).

Simdi de Volterra integral denklemini ele alalim.

Volterra Integral Denklemleri

Asayisal bir parametre f(x) ve K(x,t) bilinen fonksiyonlar ve U(t) bilinmeyen

fonksiyon olmak tizere

P(U) = f(x) + 4[] K(x, u(t)dt (1.21)

denklemine volterra integral denkleminin en genel hali denir. Volterra integral

denkleminin fredholm integral denkleminden tek farki iist simirmin degisken olmasidir

(Aksoy, 1983).

1) ¢(x) = Oalinirsa
fO)+A[ K, )U®)dt =0 (1.22)

denklemi elde edilir. Buna 1.tip volterra integral denklemi denir.

2) @(x) = lahnirsa
U@) = f(x) +A [, K(x,HUDdt (1.23)

denklemi elde edilir. Buna 2.tip volterra integral denklemi denir.



1.5. Integro Diferansiyel Denklemler

Icinde bilinmeyen fonksiyonun tiirevlerinin bulundugu integral denklemler integro-
diferansiyel denklemlerdir. Integro-diferansiyel denklemlerin 6zel ¢oziimlerinde verilen
baslangi¢ sartlar1 g6z oniine alinir.

Bilinmeyen u(x) fonksiyonunun tiirevlerinin bulundugu integral denklemlere integro

diferansiyel denklem denir.
U'(x) = f(x) + A [ K(x, U (Ddt (1.24)

Bilinmeyen fonksiyonun n.mertebeden tiirevinin bulundugu,
Un(x) = f(0) + A [, K(x, U dt (1.25)
Fredholm-integro diferansiyel denklemidir.

Un(x) = f(x) + A [ K(x, DU(Ddt (1.26)
Volterra-integro diferansiyel denklemidir.
1.6. iki Boyutlu Integral Denklemler

u(x,t) bilinmeyen fonksiyonun iki katli integralin i¢inde bulundugu integral

denklemler iki boyutlu integral denklemlerdir.

Iki boyutlu Fredholm integral denklemleri,
U(x,t) = f(x,t) + fcd f; K(x,t,y,2)U(y, z)dydzx € [a, b],t € [c,d] (1.27)

Yapisina; iki boyutlu volterra integral denklemler ise,
Ul t) = (o, t) + [, [ K(x,t,y,2)U(y, 2)dydzx € [a,b],t € [c,d] (1.28)
yapisina sahiptir. Bu integral denklemlerdeki K (x, t, y, z) ¢ekirdek fonksiyonlar, f(x,t)

bilinen fonksiyonlar ve u(x, t) bilinmeyen fonksiyonlardir.



1.7. Integral Denklem Sistemleri

Integral denklem sistemleri, birden fazla integral denklemin bir arada ele alindig
sistemlerdir. Integral denklem sistemlerinin analitik ¢dziimlerine ulasmak genellikle
zordur. Bundan dolayr ¢ogu zaman yaklasik ¢oziimleri bulunur. n bilinmeyenlin tane
denklemden olusan lineer Fredholm integral denklem sistemi;

a4 ()uy (x) + agp (x)uy (x) + - + ay, (u, (x)

=filx)+ J.Ekn (x, By () + kyq (e, ) uy (8) + 0+ Ky, (x, t)u, (2)}dt

@y (201 (x) + agy ()us(x) + - + ag, (), (x)

=folx) + J_{kzi(xr g (t) + kyy (o, t)u, (8) + - + kg, (o0, ) u, () }dt

agq (0)uy () + agy (x)uy(x) + -+ ag,u, (x)

= f (x) + J-gkal[xr t]“q(t] + kg, (x, ‘-L]uz (t) +--+ K3y (x, tju'n [tj}dt

a’nl(xjultxj + ﬂ’n! (xjuz (xj + + ﬂ’nnun (x:]

= 0 + [ Gt (o 0 (0) + g o)1 8) + + + Ko Dt ()

seklindedir.



1.8. Literatiir Ozeti

Integral sinirlarindan birix gibi bir degisken olan ve bilinmeyen¢ fonksionunun

integralin hem i¢inde hem de disinda bulundugu

o) = f(0) + 2 f K(x, Do (y)dy

integral denklemi ilk olarak Poisson tarafindan elde edilmistir. Buradag ¢6ziimii A ' nin
kuvvetleri cinsinden verilmistir. Ancak ilgili serinin yakinsakligi Poisson tarafindan
gosterilmeyip 1830 yilinda Liouville tarafindan ispatlanmistir. Bir S yiizeyi icerisinde
AF =0 Laplace denklemini saglayan ve S 'nin smirinda belli bir deger alan F
fonksiyonunun bulunmasi problemi olan Dirichlet probleminin bir integral denklem
problemine esdeger oldugu 1870 yilinda Liouville tarafindan A parametresinin bir agilim1
olarak verilmistir. Bu ¢6ziim daha dnceden Poisson ve Liouville' in kullandig1 ardisik
yaklastirma ydntemine karsilik gelir. Integral sinirlarindan birinin degisken olan dogrusal
integral denklemlerle ilgili ¢alismalar Italyan matematik¢i VitoVolterra (1860-1940)

tarafindan yayimmlanmistir.

o) = F() + 1 f K (x, )9 (y)dy

integral denklemi 1900 yilinda ilk kez Eric Ivar Fredholm (1866-1927) tarafindan
incelenmistir. Fredholm de Volterra' nin 1884 yilinda sundugu benzer yaklasim
problemlerini incelemis ve 1903' te bu konuda makalesini yayinlamistir. Ayrica integral
denklemlerle ilgili Tricomi (1955), Petrovsky (1953) ve Lovitt (1924)'e ait kaynaklar

bulunmaktadir.
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1.9. Olasihik Teorisi ile Tlgili Temel Kavramlar

1.9.1. Olasihgin Klasik Tanim

Olasiligin klasik tanimi olasiligin birinci teorik tanimindan dnce ortaya konmustur.
Bu nedenle olasiligin klasik tanimi, olasiligin birinci teorik tanimindan elde edilmelidir.

Bunun i¢in asagidaki iki kosul saglanmalidir.

1. Q= {wy,w,,..wy}olur.
2. Her wj,basit olasilig1 ayni1 p olasiligina sahiptir. Yani
P1 = P2 = ** = pn = pdir. Bu kosullar altinda VA € Q olaymin olasiligin1 bulalim.
A= {Wl-l,Wl-z, ...Wl-n},O <m<n

olsun. Olasiligin birinci teorik tanimina dayanarak

P(A) = Zj:WijEA pWL] = pWi1 + pwiz + o + pwim (129)
=p+p+p+-+p=mp(mtane)
yazilabilir. Simdi p yi bulalim.

{p;, i = 1}, dizisinin 2. Ozelligine gore Y1, p; = 1 dir.
Buradan p+p+p+-+p=1=>np=1=p= % elde edilir. Bu nedenle
m
P(A) = = —
(4) =mp =—
yazilabilir. Boylece A olaymin klasik anlamda olasilig
m
P(A) =—
n

olur. Burada n basit olaylar uzayinin eleman sayis1 m ise A olayimi gergeklestiren

elemanlarin sayisidir.
1.9.2. Beklenen Degerin Tanimi

Rastgele degiskenin istatistiksel karakteristikleri arasinda en 6nemlisi beklenen

degerdir. Deneysel calismalarda beklenen deger yerine ortalama deger de kullanilir.
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(Q,§ P(.))olasilik uzayinda reel degerler alan bir §(w) rastgele degiskeni verildiginde
eger fQ E(w)P(dw) integrali varsa , bu integrali degerine §(w) rastgele degiskeninin

beklenen degeri denir.

Beklenen deger asagidaki gibi gosterilir.
E§(w) = [, §w)P(dw).

1.9.3. Moment Cikaran Fonksiyonlar

&(w) kesikli dagilima sahip bir rastgele degisken olsun.
We(2) = E(25™) = X5 2"P(E(w) = n) = T3 2" P, (1.30)

Fonksiyonuna &(w)’nin momentgikaran fonksiyonu denir.

Bu seri en azindan |z| < 1 i¢in yakinsaktir. Moment ¢ikaran fonksiyonlar genellikle§(w)

rastgele degiskeninin degerleri negatif olmayan tam sayilar oldugunda kullanilir.
1.9.4. Dagilhim Fonksiyonu

Rastgele degiskenin dagilimi ile islem yapmak her zaman kolay degildir. Bu nedenle
olasilik teorisinde rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu kavrami verilir.
§(w), (Q,&P(.)) olasilik uzaym (R, B, Mg(.)) se¢im uzaymna doniistiiren reel degerli

rastgele degisken olsun. Bu durumda biliyoruz ki, VB € B i¢in
M;(B) = P{w: §(w) € B}

&(w)rastgele degiskeninin dagilimidir.

Ozel durumda ,

B = (—0,x)ve x € R olursa §{(w) rastgele degiskeninin dagilimi daha basit bir sekil alir.

Bu durumda asagidaki tanim1 yapalim.
Bir rastgele degiskenin dagiliminda B = (—oo, x)alinirsa

Me{(—0,x)} = P{w:§(w) € —00,x} = P{w: §(w) < x}
Fonksiyonuna §(w) rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu denir.
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Dagilim fonksiyonunu
Fy(x) = P{w: §(w) < x}

seklinde gosterilir.
1.9.5. Varyans

Ve(w) = E[§(w) — E¢(w)]*sayisina §(w) rastgele degiskeninin varyansi denir.
Bir bagska deyisle varyans, rastgele degiskenin aldigi degerlerin beklenen degerden

sapmasidir. Varyans i¢in bagka formiil

Ve(w) = E[E(0) — E§(w)]?
= E[§%(0) — 25(w)E¥(w) + (E5(w))?]
= E&(w) — 2[E5(w)]? + [EE(w)]?
= E§(w) — [E§(w)]?

seklinde verilebilir.

1.10. Baza Olasilik Dagilimlar

1.10.1. Normal Dagilimin Ozellikleri

Normal dagilima sahip X rastgele degiskeninin parametreleri,X ~ N(u, o%) dir,

Normal dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonundan (Feller, 1968) faydalanarak

1
My(t) = E[et] = @427, (1.31)
X ~ N(u, 0?) rastgele degiskeninin birinci, ikinci momentleri ve varyansi
E[X] = wE[X?] = u? + o?veVar[X] = o2 (1.32)

bulunur. Momentler kullanilarak X ve Y bagimsiz rastgele degiskenler i¢cin E[XY ]| =
E[X]E[Y ] olur.
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1.10.2. Diizgiin Dagihmin Ozellikleri

Diizgiin dagilima sahip X rastgele degiskeninin parametreleri,X ~ U(a, ) dir.

Diizgiin dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonundan (Feller, 1968) faydalanarak

My(t) = E[et¥] = e (1.33)
XN T (ot '
X ~ U(a, P)rastgele degiskeninin birinci momenti ve varyansi
—_R)2
E[x] ==L var[x) = “L- (1.34)

bulunur.

1.10.3. Gamma Dagihminin Ozellikleri

Gamma dagilima sahip X rastgele degiskeninin parametreleri,X ~ G (e, 3) dir.

Gamma dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonundan (Feller, 1968) faydalanarak
1

— tX] —

My(t) = E[e¥] = R (1.35)
X ~ G(a, p)rastgele degiskeninin birinci momenti ve varyansi

E[X] = aB,Var[X] = aB? (1.36)

bulunur.

1.10.4. Geometrik Dagilimin Ozellikleri

Geometrik dagilima sahip X rastgele degiskeninin parametreleri, X ~ G (p, q) dir.

Geometrik dagilimm moment ¢ikaran fonksiyonundan (Feller, 1968) faydalanarak
t
Mx(t) = E[e™] = 2= (1.37)

1-get’

X ~ G(p, g)rastgele degiskeninin birinci momenti ve varyansi
E[X] = % Var[X] =L (1.38)

bulunur.
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1.10.5. Standart Beta Dagilim Ozellikleri

Oncelikle @ > 0, B > 0 parametresine bagli B(a, ) fonksiyonu tanimlayalim
(Feller, 1968). Fonksiyon

B(a,B) = [] x*"(1 — x)dx (1.39)

Seklindedir.
Yogunluk fonksiyonu tanimindan;

xa—l(l_x)ﬁ—l

,0<x<1

fx) = B(a.,B) (1.40)
0 digerxler
B(a,B) = "2I® (1.41)

I'(a+p)

Seklinde tanimlanir.

Beta Dagiliminin Beklenen Degeri

a

X~B(a,p) iseE[X] = —

a+p
_ ap
Varlxl = o @ v s+ )
_ a(a+1)
ELX*] = (a+B+1D(a+p)
E[X?] ala+1)(a+2)

T @+f+D@+t B+ D(@tp)

a(e+1)(a+2)..(a+ (n—-1))
(a+pf+n—D(@+L+n-2)..(a+L+D(a+p)
Yo veY; bagimsiz rastgele degiskenler oldugundan E[Y;,Y;] = 0 olur. Yani Y, ve Y; in

E[X"] =

beklenen degeri sifir olur.

iy (8) = Xz x (k)L (1.42)
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N
Ely(@] = ) Elx(R)]e*
k=00

Var[xy(®)] = X i, Cov(x(@), x(j)) thi + J, (1.43)
Cov(x(D),x(j)) = E(x(D)x()) — E[XE[X,], vi,j = 0,1, ..., N. (1.44)

1.10.6. Ucgensel Dagihm

Bir X rastgele degiskeni,

[ 2(x—a)

j a)(c—a) a<x<c
2(b c<x<b

L(b—a)(b—c)' -

seklinde olasilik yogunluk fonksiyonuna sahipse genellestirilmis liggensel dagilima sahiptir
(Feller, 1968). Burada a ve b sirasiyla rastgele degiskenin (olasilik yogunluk

fonksiyonunun) alabilecegi en kiiciik ve en biiyiik degerlerken, ¢ dagilimin mod degeridir.
Beklenen deger ve varyansi

a+b+c a’?+ b%>+c*—ab—ac—bc
E(X) =%,Var(X) = 18

ile verilir.
Uggensel dagilimm moment ¢ikaran fonksiyonu;

(b—c)e?t—(b—a)e‘t+(c—a)ebt
(b-a)(c—a)(b-c)t?

M, (t) =2 (1.45)

1.10.7. Ustel Dagihm

Stirekli tipteki t rastgele degiskeni bir parametreli iistel dagilima sahip ise beklenen

deger ya da ortalamasi
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1
E(t) ZZ

dir (Evans vd., 1993).

Stirekli tipteki t rastgele degiskeni bir parametreli iistel dagilima sahip ise varyansi
1
Var(t) = =

dir (Evans vd., 1993).
Ustel dagilimm moment gikaran fonksiyonu;

A

MX(t) = E[etX] = m
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2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Rastgele Diferansiyel Doniisiim Metodunun Integral Denklemlere

Uygulanmasi

2.1.1. Rastgele Diferansiyel Doniisiim Metodu Yoéntemi

Bir fonksiyonun tiirevinin degisimi agsagidaki gibidir.

_ 1[d
o =[] e
Ve ters doniisiimii de asagidaki sekildedir.
f(x) = X F (k) (x — x0)" (2.2)

Bu yontemde kullanilan diger degisimlerde agagidaki gibidir.

Teorem 1. f (x) = g(x) £ h(x) iseF (k) = G(k) + H(k).

Teorem 2. f (x) = cg(x) ise F (k) = cG(k), c sabit say1

(k+n)!
k!

Teorem 3.f (x) = % ise F (k) = G(k + n).

Teorem 4. f (x) = g(0)h(x), ise F (k) = I _oGUk1)H(k — k1).

1,k=n

Teorem 5. f (x) 0k=n

x™ise F (k) =8k — n) 8k — n) ={
Teorem 6. (Arikoglu ve Ozkol, 2008; Fakharzadeh vd., 2015)

fG) = g1(x)g2(X). .. -1 (X) g (x),ise F (k) =
T e T o 20 2o G (ka) Gy ey = k) +++ Gy (kney — ki) G (K — Ky,

Teorem 7. (Arikoglu ve Ozkol, 2008; Fakharzadeh vd., 2015) f(x) = f;) g(t)dtise,

G(k-1)

Fk) = 25

, k= 1icin



Teorem 8. (Arikoglu ve Ozkol, 2008; Fakharzadeh vd., 2015) f(x) =
X Xn—-1 X3 X2 rX1 H —
fxo fxo fxo fxo fxo g(t)dtdx,dx,dxs - dx,_, ise F(k) =

nicin.

(k—n)!
k!

Gk —n) k>

Teorem 9. (Arikoglu ve Ozkol, 2008; Fakharzadeh vd., 2015) f(x) = g(x) f;: h(t)dt ise,

1
=1 kl

F(k) = X§, G(k —kH(k, — 1) k = 1igin.

Teorem 10. (Arikoglu ve Ozkol, 2008; Fakharzadeh vd., 2015) f(x) = f;; g1(0) g, (t)dt

ise F(k) = - 2 o G1(k)Go(k — ky — 1), k = 1 igin.
Teorem 11. (Arikoglu ve Ozkol, 2008; Fakharzadeh vd., 2015)

fG) = [ 9100920 -+ gn-1(O)gn(O)dt iseF (k) =
e Ty B g Dt Ga (k) G (kp — k) -+ Gy (g = hen—3) Gy (K —

kn_1—1).

Teorem 12. (Arikoglu ve Ozkol, 2008; Fakharzadeh vd., 2015)

f () = [hi()ha(x) - hy—1 () hy (x)] f,i, 91(£)92(8) -+ gm-1(O) gm(t)dt ise F (k) =
DSNINID YRR YD Yy

km—z)Gm(km - km—l)XHl(km+1 - km)Hz (km+2 - km+1) Hn—l(kn+m—1 -

k —
kn+m—2)Hn (k )'7

m+n—1

Gl(kl - 1)G2(k2 - kl) Gm—l(km—l -

2.1.2. Rastgele Volterra integral Denkleminin Diferansiyel Doniisiim Yéntemi

ile Coziimii

A sayisal bir parametre f(x) ve K(x,t) bilinen fonksiyonlar ve U(t) bilinmeyen

fonksiyon olmak tizere

P(U) = f(x) + 4[] K(x, tu(t)dt (2.3)

Denklemin volterra integral denkleminin en genel hali denir. VVolterra integral denkleminin

fredholm integral denkleminden tek farki iist sinirinin degisken olmasidir.
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1) @(x) = 0 alinirsa

)+ [, K(x,)U®)dt =0 (2.4)

denklemi elde edilir. Buna 1.tip volterra integral denklemi denir.

2) @(x) = lahnirsa
UQ) = f(x) + A [, K(x,OU(Ddt (2.5)
denklemi elde edilir. Buna 2.tip volterra integral denklemi denir.

Yukarida volterra integral denkleminin tanimini yaptik. Biz ¢alismamizda bu denklemi
rastgele denklemlere uyguladik ve bunu da f(x)'in katsayilarini rastgele segerek yaptik.

Volterra denklemlerin DDY ile ¢6ziilmesinde doniisiim formiillerini kullandik.

Rastgele Lineer Integral Denkleminin Céziimiinde DDY Kullanimi

u(x) bilinmeyen fonksiyon olmak {izere

u(x) = f(x) + [, K(x, Hu(t)dt (2.6)

ifadesine integral denklem denir. Burada u(x) bilinmeyen fonksiyonunun lineer olmasi

halinde, integral denklem integral lineer denklem adini alir.

1.Tiir Volterra Integral Denkleminin Céziimiinde DDY kullanim

Ornek2.1:

u(x) =B + Ax — '%3 + fox(x —t)u(t)dt, u(0) =B (2.7)

Burada AveB diizgiin dagilima sahip rastgele degisken (Chiles ve Delfiner, 1999) ve a =
2vefs =4 A,B~U(a = 1, = 2) olmak iizere 2. tip rastgele volterra integral denkleminin

¢Oziim davranislarin1 DDY ile elde ediniz.
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Coziim:
(2.7) denklemi doniigiim formiillerinden teorem 5,10 ve 11 kullanilarak asagidaki

denkleme doniistiiriiliir.

8(k—kq—1)U(ky—1)
k1

U(k) = BS(k) + A8 (k — 1) —= = 6(k — 3) + X

_1 6(k1—-1DU(k—k;1-1)
Yito————— k=1 (2.8)

teorem 10 ve 11 dikkate alinarak bu esitlikte ters doniisiim yontemi kullanilirsa asagidaki

¢oziim elde edilir.U (k),k = 0,1,2,...,

B B B
U(0) =B,U(1) =A,U2) =5,UB3) =0,U(4) =5;,U(5) =0,U(6) =, U(7) =0

2 4 6 2 4 6
u(x)=Z,‘;°=OU(k)x"=Ax+B+%+%+%+---=Ax+B[1+’;—!+’;—!+’;—!+

] = Ax + Bcosh(x) (2.9)

Ortalama kare ve diferansiyel doniislim metodu uygulanarak beklenen degeri ve varyansi
hesaplanir (Fakharzadeh, Hesamaeddini, ve Solemaniyareki, 2015).

E[u(x)] = Xk=o E[U (k) ]x" (2.10)

Var[u()] = e Xz cov(U@D), U())x (2.11)

X ~ U (a, B) parametreleri ile diizgiin dagilmis rastgele bir X degiskeni i¢in, momentlerin
diizgiin dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu ile elde edilebilecegi bilinmektedir(Feller,
1968).

eBt_eat

(B-a)t

My (t) = E[e™] = (2.12)

Bu nedenle, X ~ U (a, B) rasgele degiskeninin ilk ve ikinci momentleri:

_ 2
E[X] = a;—ﬂ, Var[X] = % Ortalama deger ve varyanstir.
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Bu momentler ve bagimsiz rastgele degisken X ve Y i¢in E[XY] = E[X]E[Y] oldugu i¢in,

beklenen deger ve varyans i¢in yaklasik formiiller hesaplanabilir.

E(u(®) = S50 EUI0)x* = E@x + EB) [x — S+ 5 - 4| = E()x +
E(B)cosh(x) (2.13)

E(u(x)) = T E(U(k))x¥ = E(A)x + E(B) [x - ’;—T + § - ’;—T + ] =E(A)x +

E(B)cosh(x) (2.14)

a=1vef =2,A,B~U(a =2, =4), E(u(x)) = gx + %cosh(x), Var(u(x)) =
%xz + %cosh(x)2 (2.15)

Beklenen Deger
40 o L L L L L

E(U)

Varyans
40 £ L L L L L

30 - f
=)

= 20 - f
>

10 - .

Var(U)
O = T r r r L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
X

Sekil 2. 1. Rastgele DDY’den elde edilen beklenen deger ve varyans grafikleri
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Ornek 2.2:
u(x) = (A +Ox + 25— [¥¢ — ) u®) de, u(0) =0 (2.16)

burada AveC Beta dagilimina sahip rastgele degisken A,C~Beta(a = 2, = 3)olmak
tizere 2. tip rastgele volterra integral denkleminin ¢6ziim davramiglarmi DDY ile elde

ediniz.
Coziim:

(2.16) denklemi doniisiim formiillerinden teorem 5,10 ve 11 kullanilarak asagidaki

denkleme doniistiirtiliir.

A&(k—-3)

UGk) = (A+0)8(k — 1) + 22052 g | Mz D0l |y -Vt D

K
kq + Ziy=o k

(2.17)
U((k),k =01,2,...,ve

teorem 2.10 ve 2.11 dikkate alinarak bu esitlikte ters doniisiim yontemi kullanilirsa

asagidaki ¢oziim elde edilir.U (k),k = 0,1,2,...,

(o C

U)=0,U(1)=A+CUR) =0U®B)=-5,U#) =0,U(5)=<,U(6) =
0,U(7) = —75 (2.18)

Cx5

ux) =Y o Uk)x* = (A+ C)x — C3_x|3 T

7 3 5 7

7! 31 51 7
] = Ax + Csin(x) (2.19)
X ~ B (0, P) parametrelerine sahip bir beta dagitilmis rastgele degisken X igin,

momentlerin beta dagiliminin moment olusturma fonksiyonu araciligiyla elde edilebilecegi

bilinmektedir(Feller, 1968).

My () = E[e™] = 1+ 55, (T2 -=0) t /k! (2.20)

=0 g+ B+r
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Boylece 1. Moment ,2.moment ve varyansi asagidaki gibidir.

__a 271 a(a+1) . ap
Elx] = a+B’E[X 1= (a+p+1)(a+p) ve Var|X] = (a+B)%(a+p+1) (2.21)

Bu momentler ve bagimsiz rastgele degisken X ve Y i¢in E [XY] = E [X] E [Y] oldugu

icin, beklenen deger ve varyans i¢in yaklasik formiiller hesaplanabilir.

E(u(®) = S, EUI0)x* = EMx + EQ) [x -2 +Z T 4| = E(x +

7!

E(C)sin(x) (2.22)

Var(u(x)) = E(u(x)?) — E(u(x))2 = Var(A)x? + Var(C) sin?(x) (2.23)

a =2 Ve = 3, parametreleri igin 4, C~Beta(a = 2,f = 3), E(u(x)) = Zx +=sin(x),

Var(u(x)) = %xz + %sinz(x) (2.24)

olarak bulunur.

Beklenen Deger
10 o L L L L L L L L L

X
Varyans
20 o L L L L L L L L L
15 -
=)
= 10 -
>
5
ot
0

Sekil 2. 2. Rastgele DDY’den elde edilen beklenen deger ve varyans grafikleri
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Ornek 2.3: u(x) = A + Ax + fox(x —tult)dt, u(0) =4 (2.25)

burada A normal dagilima sahip rastgele degisken A~N(u = 5,02 = 4)olmak iizere 2. tip

rastgele volterra integral denkleminin ¢6ziim davranislarin1 DDY ile elde ediniz.

Coziim:(2.25) denklemi doniisiim formiillerinden teorem 5,10 ve 11 kullanilarak asagidaki

denkleme doniistiirtiliir.

Uk = A5(K) + AS(k = 1) + Bk, -, Tty S sl ) o>

(2.26)

teorem 10 ve 11 dikkate alinarak bu esitlikte ters doniisiim yontemi kullanilirsa asagidaki

¢oziim elde edilir.U (k),k = 0,1,2,...,

A A A A A A
U)=4,0Q1) = ﬂ,U(Z) =§,U(3) = E,U(AL) =Z'U(5) =§'U(6) =a,U(7)
A

_— 7!,...

ve

B - . Ax? Ax® Ax* Ax®
u(x)—ZU(k)x =A+ Ax + T + T + 20 + o
k=0

x%  x3  x* x5

X ~ N(u,0?) parametreleri ile normal dagilmis rastgele bir X degiskeni igin,

momentlerin normal dagilimin moment c¢ikaran fonksiyonu ile elde edilebilecegi

bilinmektedir (Feller, 1968).

1
My(t) = E[etX] = ™ 439" buradan 2. Momenti ve varyansini hesaplayalim.
E[X] = u, E[X?] = u? + 02, Var[X] = o2.

bu sonugclari kullanarak beklenen deger;
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. . k K _ x2 x3 x4- x5 . x
Eu(x) = T EUR)x = E(A) [1+ S+ S+ 5+ + | = E(e (2.28)
varyanst;

P 2 x?  x3  x* x5 2
Var(u(x)) = E(u(x)?) — E(u(x))? = Var(4) [1 e i iy ] =
Var(A)e?* (2.29)
u = 5,02 = 4 dzel degerleri icin beklenen deger ve varyansii bulup grafiklerini gizelim.
E(u(x)) = ue* =5e*
Var(u(x)) = Var(A)e?* = g%e?* = 4¢%*

Beklenen Deger
150 T T T r r

100

E()

50

2000 ¢ T r T r r

I

1500

1000 -

I

Var(U)

500 |- -
Var(U)

Sekil 2. 3. Rastgele DDY’den elde edilen beklenen deger ve varyans grafikleri
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2.1.3. Rastgele Volterra-integro Diferansiyel Denkleminin Céziimiinde DDY

Kullanim
Ornek 2.4: Asagidaki rastgele degiskenli 1.mertebeden volterra-integro denklemini DDY
yontemiyle ¢ozelim.

u(x)=—-e+A +——Ae‘x Be™* — foxe_t u(t) dt, u(0) =A+B,u'(0) =-B
(2.30)

Burada A ve B Gamma dagilimina sahip rastgele degisken ve A, B~Gamma(a = 3, =
5).

Coziim:

(2.30) denklemi doniisim formiillerinden teorem 5,10 ve 11 kullanilarak asagidaki

denkleme doniistiiriiliir.

(-2 )" ne 1) _ B(- 1)’< k-1 (-D*1U(k—k;-1)

(k+ DUk +1)=— + A5(k) + = 6(k) k1=0 K1k

(2.31)

teorem 10 ve 11 dikkate alinarak bu esitlikte ters doniisiim yontemi kullanilirsa asagidaki

¢oziim elde edilir.U (k),k = 0,1,2,...,

B B B B
U0)=4+BU1)=—— U(Z) =— U(S) =—-—=,U4)=— U(5) = —B/5\,U(6)

3'
= B/6,
U(7) = —-B/7! (2.32)
2 3 5
() = N UG)x = A+ B = Bx+ 20 -2 4 B0 B 44 B[1-x+
2 3 4
’;—l—’;—|+’;—|——+ |=a+Be (2.33)

X ~ G (o, B) parametrelerine sahip bir gamma dagilimli X degiskeni X i¢in, momentlerin
gama dagiliminin moment tiretme fonksiyonu ile elde edilebilecegi bilinmektedir (Feller,

1968).
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My(t) = E[etX] = ;
8 (1-Bo)e
Boylece 1.moment ve rastgele degiskenin varyans1 X ~ G («, ) asagidaki gibidir:

E[X] = aB,Var[X] = ap?.

Bu momentler ve bagimsiz rastgele degisken X ve Y i¢in E [XY] = E [X] E [Y] oldugu

icin, beklenen deger ve varyans i¢in yaklasik formiiller hesaplanabilir.

4

E(u(x) = S0 EUCR))x* = EM) +EB) 1 -2+ 2 S+ 2 - T 4] =

E(A)+E(B)e™* (2.34)

Var(u(x)) = Eu(x)?) — E(u(x))* = Var(4) + Var(B) [1 —x+ —2 — T+ -Zy

2
| =var(a) + var(ye > (2.35)
a =3 ve B = 5 parametreleri icin 4, B~G(a = 3,8 =5), E(u(x)) = 15 + 15¢7*,

Var(u(x)) = 75 + 75e™2*

seklinde bulunur.
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Beklenen Deger
30 E L L L L L L L L L

25+ g

E(U)

1
1

20

Varyans
150 L L L L L L L L L

Var(U) -

100 -~ -

Var(U)

Sekil 2. 4. Rastgele DDY’den elde edilen beklenen deger ve varyans grafikleri

Ornek 2.5:

u'(x) = % + Bcos(x) — Asin(x) — %ex sin(x) + ?ex cos(x) +

[ (etu(®)dt, u(0) = o.
(2.36)

A~Gamma(a =4, =1) ve B~Geometric(p =1/3,q =2/3) dagilimna sahip

volterra-integro diferansiyel denkleminin ¢6ztiim davraniglarini inceleyiniz.

Coziim: (2.36) denkleminin her iki tarafinin diferansiyel dontisiimii alinirsa

kl‘l'[

_AB B Agn(Km)_AtByk G
k+DUK+1) =—=8K) +7 —sin ( - ) S 2k, =0 ek T
B-Agi  €0SC3) G Utkokim1) k> 1 2.37
Tzkﬁo_kl!(k—kl)!_ Zk1=0 Kk, ! = 1. ( . )

elde edilir. Gerekli doniisiim formiillerini kullanirsak
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U0)=AU1) =B,UQ) =2,UB)=—2,U@) =2,U(5) =2,U(6) =
A B A B
—a,U(7)2—;,U(8)=5,U(9)=a,...ve
B = . Ax?  Ax* Ax® Ax® Bx® Bx®> Bx’
u(x)_ZU(k)x AT rt T T Y Tt gt T
k=0
Bx® x x*t x® x3 x> x7
+W =A[1—§+Z—a+'”l+3 X—E‘FE—T‘F'”
=Acos(x) + Bsin(x) (2.38)

A~Gamma(a = 4, = 1)veB~Geometric(p = 1/3,q = 2/3) dagilimina sahip moment
c¢ikaran fonksiyonu (Feller, 1968).

t

pe
Mx(t) = E[etX] = 1— qet
Buradan beklenen deger ve varyansini hesaplarsak;
_1 _4 _ — o [2
E[x] = o Var[x] = 2 E[X] = af,Var[X] = aB

Bunlar ve rastgele degiskenlerin bagimsizligini kullanarak buldugumuz sonucun beklenen

deger ve varyansini hesaplarsak;

i 2 .4 .6
EQu(x) = ngE(U(k))xk _ B4 [1 AN ]
x2 x5 x7
+ E(B) [x 3 + Tl + l = E(A)cos(x) + E(B)sin(x)

ve

Var(u(x)) = E(u(x)?) — E(u(x))2

2 4 6 2 3 5 7 2
x? x* x x3 x> x
= Var(4) [1_E+I_E+ml + Var(B) Ix—§+§—ﬁ+m

= Var(A)cos?(x) + Var(B)sin?(x)
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a=4,=1vep=1/3,q = gdegerleri icin beklenen deger ve varyans grafiklerini

¢izelim.

E(u(x)) = 4 cos(x) + 3sin(x), Var(u(x)) = 4cos?(x) + 6sin?(x)

Beklenen Deger

L L L L L L

E(V)

14 16 18 20

X
Varyans
L L L L
2
= -
>
Var(U) |
r r r C \/r L U N
8 10 12 14 16 18 20
X

Sekil 2. 5. Rastgele DDY’den elde edilen beklenen deger ve varyans grafikleri
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3. RASTGELE INTEGRAL DENKLEMLERIN COZUMUNDE
KULLANILAN BAZI FARKLI YONTEMLER

3.1. Rastgele Varyasyon Iterasyon Yontemi

Bu metot L lineer N nonlineer olmak tizere

Lu+ Nu = f(x) (3.2)

genel nonlineer denkleminin x, noktasindaki degerini diizeltmek igin u, , Lu =0

denkleminin ¢6zlimii olmak tiizere,

u(xo) = o) + f, A(Lutg(x) + Nug(x) — f)dx (3.2)

diizeltme formiiliinii yazabilecegimizi sOyler. Burada A genel lagrange c¢arpanidir ve
varyasyonel analiz yontemleri kullanilarak hesaplanabilir. Varyasyonel iterasyon metodu,
bu metodun (He, 1999) tarafindan gelistirilmesiyle elde edilmistir. (3.2) denklemini u,

fonksiyonunu ilk yaklasim alarak

Uns1(X) = un (6) + [ A(Lun(s) + NiZ (s) — f(5))ds (3.3)

Bigiminde bir iterasyon metoduna doniismiistiir. Burada u,, n.yaklagik ¢oziim, i, ise
kisitlanmis varyasyondur. Yani Su, = 0 olacaktir. Ayrica 3 denklemine diizeltme

fonksiyoneli adi verir. Bu fonksiyona varyasyon iterasyon uygularsak 8u, (0) = 0 olmak

uzere

Sty p1 (x) = 81 (x) + 8 [y A(Luy(s) + Nity (s) — f(s))ds (3.4)
= Su,(x) + fox SA(x, s) (Lun(s) — f(s))ds (3.5)
=0

elde ederiz. Buradan olusan euler-langrange problemi ¢oziilerek lagrange garpani A(x, s)

belirlenir. Ardindan baslangic kosullarin1 saglayacak sekilde bir u, ilk yaklasim



fonksiyonu secilir ve bu degerler (3.3) iterasyon formiiliinde yerine yazilarak u,,n =

1,2, ...yaklagimlar1 bulunur. Sonug olarak ¢6ziim lim,,— . u, ile verilir.

Varyasyon iterasyon metodunun 2. Tanimi asagidaki gibidir.
u(x) = F() + [o K, OF (w(®))dt a<x<b (3.6)

K(x,t) integral denklemin kerneli, f ve F bilinen fonksiyon u(x) integral denklemin
bilinmeyen ¢dziimii burada varyasyon iterasyon metodunu uygulayalim.(3.6) nin her iki

tarafinin tiirevini alalim.

’ ’ b dk(x,t
u'(x) = f'(x) + fa %F(u(t})dt (3.7)
(3.7) denklemine VIM uygulayalim. Bu yéntemdeki diizeltme fonksiyoneline gore

2D F(u3 (1)) ds) (3.8)

a1 (1) = un (1) + [ A () = £/(5) = J

A(s) genel lagrange carpani

Ornek 3.1:

Asagidaki 2. Tiir rastgele fredholm integral denkleminin ¢dziimiinii VIM ydntemiyle elde

ediniz.
u(x) = Acos(2x) + [+ sin(2x) u(t)dt A~iistel(1) (3.9)

Uy (x) = Acos(2x)baslangig sarti.

Coziim:

Up41(x) = Acos(2x) + stin(Zx) u,(t)dt
0

1

A
u;(x) = Acos(2x) + Esin(Zx) = Acos(2x) + A sin(2x)

21

2

3A
u,(x) = Acos(2x) + Tsin(Zx) = Acos(2x) + A sin(2x)

22
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3

7A
us(x) = Acos(2x) + ?sin(Zx) = Acos(2x) + A sin(2x)

23

n

uy(x) = Acos(2x) + A sin(2x)

Zn

u(x) = lim un ()

n

271

u(x) = Ai_r)go[Acos(Zx) + A sin(2x)]

u(x) = Acos(2x) + Asin(2x)
sonucuna ulagilir. Simdide bu fonksiyonun beklenen deger ve varyansini hesaplayalim.
E[u(x)] = E[Acos(2x) + Asin(2x)]
= cos(2x) E[A] + sin(2x) E[A]

= (cos(2x) + sin(Zx))%

Ozel olarak A, A = 2 parametreli iistel dagilima sahip rastgele degisken ise

Elu(x)] = =[cos(2x) + sin(2x)]

N =

olarak bulunur.
Varyansi
Var[u(x)] = Var[Acos(2x) + Asin(2x)]
= Var[Acos(2x)] + Var[Asin(2x)]

= cos?(2x)Var[A] + sin*(2x)Var[A]
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2 (Y Lt i 29y
= cos*“(2x) P + sin“(2x) F
— 2 2 1an2 2 1
= [cos“(2x) + sin“( x)])L—2
Ozel olarak A = 2 degeri i¢in

Var[u(x)] = = [cos?(2x) + sin?(2x)]

NN

olarak bulunur.

Efx)
o

T
B

o

Wayrans

=
I
ih

- - -
[ 1 2 3 4
=

Sekil 3. 1. Rastgele VIM ile elde edilen beklenen deger ve varyans grafikleri
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Ornek 3.2: Asagidaki 2. Tiir rastgele fredholm integral denkleminin ¢oziimiinii VIM

yontemiyle elde ediniz.
u(x) = AVX + [ xtu(t)dt A~N(y, a?) (3.10)
Coziim:

Baslangig sart1 uy(x) = Avx

1

U (0) = up () + j xtun ()dt
0

2xA 3t —
ul(x)zA&+T=A&+A5X30x
8xA 32-1
uz(x)=A\/§+E=A\/§+A5X31x
26xA 33-1
=A _—
us(x) = AVx + 25 A\/§+A5X32x

n

U, (x) = AVx + A%x
u(x) = lim u, (x) = AVx + A0.6x
olarak bulunur. Simdide buldugumuz sonucun beklenen deger ve varyansini hesaplayalim.
Beklenen degerini hesaplarsak;
E[u(x)] = E[AVx + A0.6x]

= VXE[A] + 0.6xE[A]

= \xu + 0.6xu
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= (Vx + 0.6x)u
Ozel olarak u = 3 degeri icin E[u(x)] = (+/x + 0.6x)3 olarak bulunur.
Varyansini hesaplarsak ;
Var[u(x)] = E[u(x)] — (Ew(x)))?
= Var[AvVx + A0.6x]
= Var[Avx| + Var[A0.6x]
= xVar[A] + (0.6)2x2Var[A]
= x0? + 0.36x%0%
= (x + 0.36x%)0?

olarak hesaplanir. Ozel olarak o2 = 4 degeri icin Var[u(x)] = (x + 0.36x2)4 olarak

hesaplanir.

Boeklcnen Deer

18

1S

14

12 -

10

Bl

Mok & o

a0
[
7O
so |-
=0 |-
=
= a0
=0 |- .
=20 | =
=
10 |- gﬁfﬂ i
Q(«—:-i_:iﬁp‘eeg .
[5] 1 = 2 a = =

Sekil 3. 2. Rastgele VIM ile elde edilen beklenen deger ve varyans grafikler
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Ornek 3.3: Asagidaki rastgele lineer fredholm integral denkleminin ¢oziimiinii VIM

yontemi ile yapiniz.

u(x) = Ae*™ — i(3e4 + 1)Ax + fol xtu(t)dt

A~U(a, B) diizglin dagilimina sahip rastgele degisken.

Coziim:

(3.8)’deki iterasyon formiiliine gére bu 6rnek asagidaki gibi olusturulur.

Uppr(X) = u, (x) — jx[u§1 (s) — 44e** + %(Se“‘ +1) —J
0 0

u(x) = lim u,(x) = lim Ae** —
n—-oo n—->oo

olarak bulunur. Buldugumuz sonucun beklenen deger ve varyansini hesaplayalim.

Beklenen degeri;

1

4x A 4
Up(x) = Ae™ ———=Be* + 1x

1630
u; (x) = Ae* — a3t (3e* + Dx
U, (x) = Ae* — 63 (3e* + Dx

A
uz(x) = de*™ ———(3e* + 1)x

1633

A
U, (x) = Ae®™ — ——(Be* + Dx

163"

E[u(x)] = E[Ae**] = e*E[A] =

38

i(364 + 1x = Ae**
163"

84

—(@+p)

tu, (t)dt)]d

(3.11)



a = 1ve B = 2 dzel degerleri icin A~U(1,2) beklenen degerini hesaplarsak

4x

E[u(x)] = 87(2 +1) = %e‘“‘

olarak hesaplanir.
Varyansini hesaplarsak;

(B —a)

Var[u(x)] = V[Ae*] = e®V[A] = e3*[ 12

]

a = 1ve f = 2 ozel degerleri i¢cin A~U(1,2) varyansini hesaplarsak

8x

Var[u(x)] = 61—2

olarak hesaplanir.

80 —
70O [~
S0 [~
— 50 —
0 40 |-
30 [~

20 —

10 (—

o

varyans

250 ¢

200 (-

150 |~

Vo)

100 |-~

50 |-~

Sekil 3. 3. Lineer iterasyon yonteminden elde edilen ¢oziimiin beklenen
degeri ve varyansi
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Ornek 3.4: Asagidaki rastgele lineer fredholm integral denkleminin ¢dziimiinii yapiniz.
u(x) = %x + i fol xtu?(t)dt A~N(u, 0?) (3.12)
Coziim:

(3.8)’deki iterasyon formiiliine gore bu 6rnek asagidaki gibi olusturulur.

24

; 74 1 [
U1 () = 1 (x) — f (uh(s) =5 =57 [ naz(dtyas
0 0

497
u(x) = =—=Ax = 0.970703125Ax

512
(o) = 208207 0.992783074
u2X) = 2097152 X =¥ )
(o o BIZUZO66017 |
Us¥) = 35184372088832 F ~ )

98990733707661916016342313857

us(X) = 59035203142283042199192993792 X = 0:999550974x

n-— oo U, (x) » ulx) = Ax
Buldugumuz sonucun beklenen deger ve varyansini hesaplayalim.
Beklenen degeri,
E[u(x)] = E[Ax] = xE[A] = xu
olarak hesaplanir.
Varyansin1 hesaplarsak;

Var[u(x)] = Var[Ax] = x*Var[A] = x?0?
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olarak hesaplanir.

u = 2,0 = 30zel degerleri i¢in beklenen deger ve varyansin grafikleri

Efu(x)] = 2x,Var[u(x)] = 9x2

Beklenen Deger

6 o L L L L L
—_ 4 [~
E
=)
L 2l
—<— E(u)
0(/_ r r r r r I
0 0.5 1 1.5 2 2.5
X
Varyans
100 T T T T T
=
=1 50 -~
>
—S— V()
0oct- N S = r r r r
0 0.5 1 1.5 2 2.5
X

Sekil 3. 4: Rastgele VIM ile elde edilen beklenen deger ve varyans grafikleri
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3.2. Rastgele Sumudu Doéniisiim Yontemi

Miihendislikte, astronomide fizikte kullanilan birgcok integral doniisiimii vardir.
Bunlardan bir tanesi de sumudu doniistimiidiir.

Tanim1 asagidaki gibidir.

A bir fonksiyonlar kiimesi;
] .
A= {f(t): IM, 1,7, > 0,|f(O)] < MTi|t € (=1)! x [0, 00)} (3.13)

olmak lizere

SIF(O]=Fw) = f;" e~ f(ut)dt, u € (=7, 75) (3.14)

SIFO1 = F@ = ;7 () ev (e (315)

Seklinde tanimlanmaktadir. (3.13) esitligi verilen herhangi bir diferansiyel denkleme
uygulanarak F(u) sumudu doniisiimii elde edilmis olur. Bu doniisiimiin ters sumudu

doniigiimii

fO) == [T etF ()% (3.16)

c—ioo

olarak tanimlanir (Watugala, 1993).

Bu integralin hesab1 zor oldugundan uygulamada daha onceden hazirlanmis olan
doniisiim tablolarindan yararlanilabilir. (3.14) denklemine (3.16) ters sumudu doniisimii

uygulanirsa sumudu doniisiimii metoduyla verilen denklemin ¢oziimii elde edilmis olur.
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Tablo 1.1. Sumudu Tablosu Déntisiim

f(t) G(u)=s(f(t))
1 1 1
2 t u
3 eat 1
1—au
4 cosat 1
1+ a?u?
5 sinat au
1+ a?u?
6 t(n=-1) U1
) = 1)2)
m—n'"
7 sinat u
a 1+ a?u?
8 e®sinat u
a (1 - bu)? + a?u?
9 ePtcosat 1—bu
(1 — bu)? + a?u?
10 sinhat u
a 1 — a?u?
11 coshat 1
1 — a?u?




Teorem 3.1. f(t) ve g(t) fonksiyonlarinin sumudu dontisiimii sirasiyla F(s) ve G(s) olsun.

h(t) = f(t) * g(t) = J, f(D)g(t — Ddr (3.17)

h(t)’nin sumudu dontisiimii;

s[h(t)] = uF(u)G(u)dir. (3.18)

seklindedir (Asiru, 2010).

Ornek 3.5.

Asin(3x) = [ (t — x)h(t)dt (3.19)

A~U(1,4) diizgiin dagilima sahip rastgele degisken olsun. Verilen volterra integral

denkleminin sumudu doniisiim yontemiyle ¢6ziim davranislarini inceleyiniz.
Coziim:

(3.19) denklemine sumudu doniisiimii uygulanirsa

s[Asin(3x)] = s[f, (t — x) h(t)dt] (3.20)
1+3:v2 = s[—x *x h(x)] = —vvH(v)
= —v?HWw) = 13;4:2
Hw) = ﬂ + fj;“:z (3.21)
(3.21) denklemine ters sumudu doniisiimii uygulanirsa
h(x) = s [Hw)] =s7! [_TM + 12+7::2]
h(x) = —3A8(x) + 94sin(3x) (3.22)
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(3.22) denkleminin beklenen degerini ve varyansini hesaplayalim.

E[h(x)] = =38 (x)E[A] + 9Asin(3x)E[A]
= —3d8(x) g + 9sin(3x) g
Var[h(x)] = 96%(x)Var[A] + 814sin?(3x)Var[A]

= 952(x) % + 81A4sin?(3x) 1—92

Beklenen Deger

(3.23)

40. L L L L L L L

Varyans

80. L L L L L L L

Var(h)

Sekil 3. 5. Rastgele sumudu doniistimii ile elde edilen beklenen deger ve varyans

grafikleri
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Ornek 3.6.
h(x) = Ax + B + [, sin(x — )h(t)dt (3.24)

Sirasiyla A~N(3,1)B~U(4,6) normal ve diizgiin dagilima sahip rastgele degisken
olsun.Verilen volterra integral denkleminin sumudu doniisim yoOntemiyle ¢6ziim

davraniglarini inceleyiniz.

Coziim:(3.24) denklemine sumudu doniisiimii uygulanirsa

s[h(x)] = s[Ax + B] + s[[, h(t)sin(x — t)dt] (3.25)
H(w) =Av+ B + vH(v) 1:172
2
H(v)(1_1+v2 =Av+B
H(v) (1+1vz) =Av + B
Hw) =Av®+Bv? +Av+B (3.26)

(3.26)denklemine ters sumudu doniisiimii uygularsak;

h(x) = s~ HW)] (3.27)
= AL+ B+ Ax+B (3.28)

(3.28) denkleminin beklenen deger ve varyansini hesaplarsak;

x3 x?
E[h(x)] = E[A]Z+E[B]7+E[A]x + E[B]

3

=3 L 3 +5
6 ' 2
x6 x*
Var[h(x)] = Var[A] 3t Var[B] = Var[Alx? + Var[B]
x6 x*
I B
36 + 1 +x° + >
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olarak bulunur.

Beklenen Deger
30 o L L L L L

Var(h)

Sekil 3.6. Rastgele sumudu doniisiimii ile elde edilen beklenen deger ve varyans
grafikleri

Ornek 3.7.
h(x) = Ax + B + [, (t — x)h(D)dt (3.29)
Sirasiyla A~Beta(4,5) B~Gamma(3,4) dagilimlarina sahip rastgele degiskenler olsun.

Verilen volterra integral denkleminin sumudu doniisiim yontemiyle ¢6ziim davraniglarini

inceleyiniz.
Coziim:
(3.29) denklemine sumudu doniisiimii uygulanirsa

s[h(x)] = s[Ax + B] + s[ [, (t — x)h(t)dt] (3.30)

47



H(v) = Av+ B — vvH(v)

Hw)(1+v?) =Av+B

Av B
+

1+v2 1+v2

H(w) =

(3.31) denklemine ters sumudu doniistimii uygularsak;

h(x) = s7Y[H(v)] = Asin(x) + Bcos(x)

(3.32) denkleminin beklenen deger ve varyansini hesaplarsak;
E[h(x)] = E[A]sin(x) + E[B]cos(x)
4
= §sin(x) + 12cos(x)
Var[h(x)] = Var[A]sin?(x) + Var[B]cos?
2
= asin2 (x) + 48cos?(x)

olarak bulunur.
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Beklenen Deger

20_ L L C U U U L L U

Varyans
60 £ L L L L L L L L L

Var(h)

10

Sekil 3.7. Rastgele sumudu doniisiimii ile elde edilen beklenen deger ve varyans
fikleri g
grafikleri

Ornek 3.8.
u'(x) =A+ f;(x — t)Acosh(t)dt (3.34)

A € ~G(a,B) Gamma dagilimima sahip bir rastgele degisken olmak iizere, u(0) =
a,u’(0) = 0 baslangi¢ kosullarin1 kullanarak 2. Mertebeden volterra-integro denklemini

sumudu doniisiim metodu yardimiyla ¢dzelim.
Coziim:
u’(x) = A+ [) (x — Hu(Ddt (3.35)

denklemin de her iki tarafin sumudu doniisiimii uygulanirsa

S[u"(x) =A+ S[j (x — Hu(t)dt]
0

49



Uw) U© U'0)
v

2 7 =A+ S[x *u(x)]

= A + vS[x]S[u(x)]

= A+ vvU(v)
U A
152)—§=A+172U(v)
1 1
U(v)_ﬁ—v]=A[1+§]
1 — v* v +1
U(v) 2 = lvzl
A
U(v)_l—v2

burada ters sumudu doniisiimii uygulanirsa
UCx) = S~ u()]

= Acosh(x)

elde edilir. Buldugumuz sonucun beklenen deger ve varyansini hesaplayalim.

Beklenen degeri;
E[U(x)] = E[Acosh(x)] = cosh(x)E[A] = aBcosh(x)
E[U(x)] = aBcosh(x)
Var[U(x)] = V[Acosh(x)] = cos?h(x)Var[A]
af?cos?h(x)
a = 2, = 30zel degerleri i¢in beklenen deger ve varyansin grafikleri

E[u(x)] = 6cosh(x), Var[u(x)] = 18cos?h(x)
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Beklenen Deger
80 o L L L L L

60 |~

20 -
—S— E()

=
=

0' L L r L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

X
Varyans
2000 ¢ T r r T r

1500

1

1000

1

V(u)

500 (-

o V-
0 0.5

Sekil 3. 8: Rastgele sumudu doniisiimii ile elde edilen beklenen deger ve varyans
grafikleri

3.3. Rastgele Elzaki Doniisiim Yontemi

Tamm 3.3.1. A= {f(t)|3IM, ky,k, >0 &yleki |f(t)] < Me"/,egert € (—1)) x
[0, <)} olmak {izere A simifina ait fonksiyonlarin Elzaki donistimii E[f(t)] = f(uw)
olarak tanimlanir ve asagidaki gibi ifade edilir (Watugala, 1998).

T(w) = u? [“f(we dr, ky,k, >0 (3.38)
ya da esdeger olarak
E(fD) = T = u [ f(De udt, € (ky, ko) (3.39)

1) E(f() = =2 - uf(0)
2) E(f'(®) = =3~ £(0) — uf (0)

3) E(tF(9) = u? = [T — uf(w)] — u["2 - uf(0)]
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4) E(21(9) = u* 2 2 — uf(0)]

. _au®
5) E(sinat) = ——
. o
6) E(sint) = Y
7) E(t) =ud

8) E(t") = n!ut*?

9) E—l[un+2] =:l_r:

Teorem 3.2. (Elzaki doniisiimii i¢in konvoliisyon teoremi)

E(f * 9) = = E(f)E(g)iginE(f) in Elzaki doniisiimii f tir

Ispat: E(f)E(g) = u? fooo f(‘t)e_%d‘t. fooo g(v)e_Tvdv (3.40)

t = v+ 1,v = t — tolarak yazarsak

t-1
E(g) = [78(t—De wdt 341
T _t
= eu fT°° g(t—1)e udt (3.42)
Boylece
-V oo T T [¢) ( ) —Ed d
B . ” wdv = u? U eu t— 1)e udtdr
(3_40):112]0 f(T)e-;dT_jo g(v)eudv =u j;) f(t)e v e fT g

= 2 foo f(t) JOO g(t— T)e_ﬁdtd‘t
0 T
(o] - t
=u? f e_ﬁj f(t) g(t — 1) dtdt
0 0

= 2 fo e u(f * g) (Ddt

=uE(f *g) (3.43)
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seklinde ispat1 tamamlariz.
Ornek 3.9. y(t) — f(;cy(r) .sin(t — 1)dt = At (3.44)

A € ~G(p, q) geometrik dagilima sahip rastgele degisken olmak {izere ikinci tiir rastgele
volterra denkleminin ¢oziimiinii Elzaki dontisiim yontemiyle elde ederek ¢oziim

davraniglarini inceleyelim.
E(f*g) = %E (f)E (g)laplace doniistimiiniin tam ¢6ziimii
y(t) —y *sint = At (3.45)
(3.45) ifadesine Elzaki doniisiimii uygulanirsa,
E(y(t) —y * sint) = E(At)

u3

1
_Z — 443
Y(u) uY(u) T2 Au
2
Y(u)(1 - = Au®
1 3
Y(uw) 0 Au (3.46)
Y (u) = Au® + AuSters Elzaki déniisiimii uygulanirsa
y(t) = E71(Au® + Au®) = AE7[u3] + AE~[u®] (3.47)

3
y(t) = A.% + A ;—' ¢oziimii elde edilir.

Rastgele Elzaki doniisiimii ile rastgele volterra integral denkleminin yaklasik ¢6ziimlerinin

sayisal karakteristikleri asagidaki hesaplamalar yardimu ile elde edilebilir.
Ely(®)] = Xu=o E[Y W)]t* (3.48)
Var[y(t)] = Xi-o X cos(Y (D), Y ())t*H (3.49)

Rastgele degisken daha yiiksek momentleri yaklasik beklenen deger ve varyansin hesabi

icin gereklidir. Geometrik dagilima sahip X rastgele degiskeninin parametreleri, X ~

53



G(p,q) dir. Geometrik dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonundan (Feller, 1968)

faydalanarak

My (t) = E[e™] = P (3.50)

1—qet
X ~ G(p, q)rastgele degiskeninin birinci momenti ve varyansi
E[X] = % Var[X] = pi (3.51)
bulunur.
Yardimiyla ilk iki moment ve varyansi hesaplanabilir.

E[x] = %, ,Var(x) = :—Zbu sonuglar1 kullanarak

Beklenen deger ;

ELY(0)] = E [At + AZ] = E[Alt + E[A]S = E[A][t +£] (3.52)
EY(0)]=3[t +5]

Varyans ;

Varly(®)] = Ely(©)*] - E[y(©)]*

(372
= Var(4) t+—

3 2
Var[y(t)] =— t+—

p= i, q= % 0zel degerleri i¢in beklenen deger ve varyansin grafikleri

3

372
Ely(t)] = 4[t + %],Var[y(t)] =12 lt + %l
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Beklenen Deger
30 o L L L L L Q

E(y(1)

10 |- -
—S— E(y)

=)

O(/_ r r r L
0 0.5 1 1.5 2 25 3
t
Varyans
800 ¢ T T r T L

600 ~

400 |~

vy ()

200 -

0&-
0

Sekil 3. 9. Rastgele Elzaki doniisiim yontemi ile elde edilen beklenen deger ve
varyans grafikleri

Ornek 3.10. foty(r)cos(t —1)dt = Azﬁ, A~N(u,0%) (3.53)

rastgele 1. Tip volterra integral denklemini Elzaki doniisiimii uygulayarak ¢oziimlerini

yapalim.

1y() u? —AZ' .
u u 14+u2) 2 U

Y _

4
u =
1+ u?

Au

Y (u) = A(u® + u®) bu fonksiyona ters Elzaki doniisiimii uygulanirsa;
E7Y(Y(w) = y(t) = E~1(Au® + Au®)
At3

= At + 2
6
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Beklenen deger ;

3 t3

3
Ely(®)] = EIAt+A%] = E[A]t+E[A]%= E[A][t+€]

ELy(0)]= ult +5]
Varyans ;

Varly(®)] = Ely(©)*] - E[y(©)]*

t31?
= Var(4) lt + 3

£317
Var[y(t)] = o2 It + E]

U = 6,02 = 46zel degerleri igin beklenen deger ve varyansin grafikleri

Beklenen Deger
80 o L L L L L

(o2}
o
1
1

N
o
]

E() |

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Varyans
600 ¢ T r T r r

400 - |

Var(y)

200 - -

Var(y)

Sekil 3.10. Rastgele Elzaki doniisiim yontemi ile elde edilen beklenen deger ve
varyans grafikleri
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Ornek 3.11. y(t) — f;y(r)e(t_z)dr —At=0 (3.54)

Burada A~B(a = 2,8 = 3) beta dagilimina sahip rastgele degisken i¢in 2. Tip volterra

integral denklemini Elzaki doniisiimii uygulayarak ¢6ziimlerini yapalim.

Coziim: (3.54) denklemine Elzaki doniisiimii uygulanirsa
y(@) —y() xe* —At =0

Y (w) (1 - 1f—u) = Aud

Y( )(1—2u>_A 3
u 1_u = AU
Aud — Au®
Y =
W =—="5,
A A —u?

denklemine ters Elzaki doniigiimii uygularsak;

Y() =E Y (Y(w) = % — % + %eZttam ¢oziimii elde edilir.

Beklenen deger ;
At A Ae? t t3 e?t t t3 e*
E[Y ()] _El7_z+ ) l =E[ ]E_E[A]E-I_E[A]T_E[A][E_E T]
a t t3 e?
ElY = -
Ol a+,8[2 6 4]
Varyans;
Ae?t e2t

Varly ©]=Var [4 -2 + 2 |=var()[t - + 2]

af [t 1 e2t)?

S@prapnlz 1t T
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Beklenen Deger
40 ¢ T T T T T )

30 -

20 -

E(y®)

10

]

0.5 1 1.5 2 2.5 3
t

Varyans
400, T T r

300 ~

200

]

Vy®)

100 |~

O(/ (T (T )
0 0.5 1 1.5

Sekil 3.11. Rastgele Elzaki doniisiim yontemi ile elde edilen beklenen deger ve
varyans grafikleri

Ornek 3.12. y(t) = At + - [ y(@(t —1)3dr (3.55)

burada X ~ G(a, ) gamma dagilimina sahip rastgele degisken i¢in volterra integral

denklemini Elzaki doniisiimii uygulayarak ¢éziimlerini yapalim.

Coziim: (3.55) denklemine Elzaki doniisiimii uygulanirsa
1
y(t) = At ey t3

Y(u) = Aud + utY (u)

Y(w)(1 —u*) = Aud

Au B, B,
Y = = Au3
W 1—u* u[l—u2+1+u2]
A ud us . Gl
Y(u) = [;— + ;;z]denklemine ters Elzaki doniisiimii uygulanirsa
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y(t) = gsinht + gsinttam ¢cozimi elde edilir.

Gamma dagilima sahip X rastgele degiskeninin parametreleri,X ~ G(a, ) dir. Gamma

dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonundan faydalanarak

1
MX(t) = E[etx] = (1—ﬁt)“'

X ~ G(a, B)rastgele degiskeninin birinci momenti ve varyansi

E[X] = aB,Var[X] = aB?

bulunur.
Beklenen deger;
Asinht Asint
E[y(t)] =F > + 5
sinht sint
— E[A] sinht N sint
= [ > .
E[A] ,
= > [sinht + sint]
aB
= > [sinht + sint]
Varyans;
Var[y(t)]=Var [Asiznht n Aszint]= Var(4) [sizht + %nt]

sinht | sintqo

=Var(A4)[ >

2
a . .
= [sinht + sint]?

a = 3,0 = 4 ozel degerleri icin , A~G(a = 3, = 4) olmak {lizere, beklenen deger ve
varyans, E[y(t)] = 6[sinht + sint], Var(y(t)) = 12[sinht + sint]?
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Beklenen Deger
80 [ 9 T T T L

= a0 -
L

20

E() |

Varyans
1500 ¢ T T T T T

1000

1

Var(y)

500 ~

Sekil 3.12. Rastgele Elzaki doniisiim yontemi ile elde edilen beklenen deger ve
varyans grafikleri

3.4. Lineer Diferansiyel Denklemler ile Volterra Integral Denklemleri
Arasindaki Tliski

a;(x)(i = 1,2, ..., n)katsayilar siirekli fonksiyonlar olmak iizere

dn—ly
dxn—1

% + a,(x) + 4 a,(x)y = F(x) (3.56)

lineer diferansiyel denkleminin
y(0) = C5,y'(0) = Cy, ...,y 1(0) = Cpy

baslangi¢ kosullarini gergekleyen ¢oziimii, ikinci ¢esit bir Volterra integral denkleminin

¢Oziimiine indirgenebilir.

Bu soylediklerimizi ikinci mertebeden bir lineer diferansiyel denklem iizerinde

gercekleyerek konuya agiklik getirelim.

D+ 4,02+ 0,00 = F) (3.57)
y(0) = Co,y'(0) = ¢4 (3.58)
olsun.
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= u (3.59)

diyelim. (3.58) baslangi¢ kosullarii dikkate alarak (3.59)’i iki kez ardi ardina integre

edelim:
dy X X
== [fu®dt+C;, y= [ (x—u®)dt +Cix + Co (3.60)

buluruz. Bu sonuca ulasabilmek i¢in su bagintidan yararlandik:

jx:dx jx:dx ...fx:f(x)dx = _1 D! Jx:(x — 2" f(2)dz

(3.59) ve (3.60)’1 dikkate alarak (3.57) diferansiyel denklemini

X X

a;(x)u(t)dt + Ciaq(x) + f a,(x)(x —t) u(t)dt + Cixa,(x) + Coay,x
0

G + f
0
= F(x)

formunda veya

p(x) + fox[al(x) + a; () (x — Hu(t)dt] = F(x) — Cra,(x) — Cixaz(x) — Coaz(x)
(3.61)

yazabiliriz. Eger

K(x, t) = —[a,(x) + a, () (x — )] (3.62)
f(x) = F(x) — Cya; (x) — Cyxa,(x) — Coay (%) (3.63)
dersek (3.61) denkligi su hale gelir.

p(x) = [ K G, Dpdt + f(x) (3.64)

Bu ise ikinci ¢esit bir Volterra integral denklemidir.

(3.64) denkleminin varliginin ve tekliginin kaynagini, katsayilari x = 0 noktasi civarinda
stirekli olan bir lineer diferansiyel denklem i¢in (3.57) ve (3.58) ile verilen Cauchy

probleminin bir tek ¢6ziimiiniin var olmas1 gerg¢egi olusturur.
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Aksi de dogrudur:K ve f i (3.62) ve (3.63) ile belirledikten sonra (3.48) integral
denklemini ¢bzer ve u(x) i¢in elde edilen ifadeyi (3.60) iin ikinci denkleminde yerine
korsak (3.57) denkleminin (3.58) baslangi¢ kosullarii ger¢ekleyen biricik ¢oziimiini elde

ederiz.

Ornek: Asagida baslangic degerleri ile verilen diferansiyel denklemi, bir integral

denklemine doniistiirelim:

y" +2xy' +3x%y =0 (3.65)
y(0) =1,y'(0) =-1 (3.66)
Cozim:

Burada

dZ

preaall1C) (3.67)

yazilir, iki kez integral alinir ise

Z_z = [T u@®dt +y'(0), y=[ (x—tu®)dt —x +1 (3.68)

(3.67) ve (3.68) ‘i (3.65) te verilen diferansiyel denklemde yerine yazilirsa,

u(x) + [, 2xu()de + (=1)2x + f, 3x?(x — Ou(t)dt + 3x*(—x +1) = 0 (3.69)
u(x) = 3x3 —3x% + 2x — fOx(Zx + 3x%(x — t)u(t)de (3.70)
elde edilir.

3.5. Laplace Doniisiim Metodu ile Rastgele Volterra Integral Denkleminin

Coziim Davranisi

Volterra integral denklemleri gibi denklemler

u(x) = f(x) + A [, K(x — Hu(t)dt (3.71)
cekirdek denkleminin laplace doniisiim metodu ile ¢oziilebilir. Cozlimii baslatmak igin

oncelikle u(x) ‘in laplace doniisiimii tanimlanir.
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L{u()} = [ e u(x)dx. (3.72)

Cekirdek integralinin laplace doniisiimii kullanilarak

£{fy K(x = u(vyde = LK)} (3.73)
Boylece (3.71) denkleminin laplace dontisiimiinii alarak denklemini elde ederiz.
L{u(x) = L{F ()} + ALK (0)}L{u(x)} (3.74)
ve L{u(x)} icin ¢6ztim su sekilde olur.

_ L&)
LuC} = Srkey (3.75)

Elde ettigimiz doniisiimiin tersini alirsak

u() = [ - Of (Odt (3.76)
£ ) = Y. (3.77)

Ifadesi ikinci tiir volterra integral denklemlerinin ¢dziimiidiir (Wazwaz, 1999).
Ornek 3.13: u(x) = A — Ax — [ (t — x) u(®) dt, (3.78)

u(0) = 0 burada A normal dagilima sahip rastgele degisken A~N(u = 3,02 = 1)olmak
lizere 2. tip rastgele volterra integral denkleminin ¢6ziim davranislarini Laplace Dontistim

yontemiyle elde ediniz.
Coziim:
Yukaridaki denklemin her iki tarafinin Laplace doniisiimii alinirsa

L{u(x)} = L{A — Ax} + L{x}L{u(x)}

=4 44 Sizﬁ{u(x)} (3.79)

s s2

As—A
s2-1

Buradan, L{u(x)} =

= S:;l ve Ters Laplace doniisiimiinden u(x) = Ae™* elde edilir.

X ~ N (u,0?) parametreleri ile normal dagilmis rastgele bir X degiskeni igin,
momentlerin normal dagilimm moment ¢ikaran fonksiyonu ile elde edilebilecegi

bilinmektedir.

1
My(t) = E[et*] = e™*27 " buradan 2. Momenti ve varyansini hesaplayalim.
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E[X] = u, E[X?] = u? + o2, Var[X] = o°.

bu sonuglari kullanarak beklenen deger;
E(u(x)) = E(A)e™,
varyansi;
Var(u(x)) = E(u(x)?) — E(u(x))? = Var(Ad)e™?*
u = 3,02 = 1 6zel degerleri i¢in beklenen deger ve varyansini bulup grafiklerini gizelim.
E(u(x)) = pe ™ =3e7*
Var(u(x)) = Var(A)e?* = g?e 2% = ¢72%

Beklenen Deger
3 F L L L L L

E(u) -

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Varyans

Var(u) -

Var(u)
o
a
]
1

Sekil 3. 13. Rastgele laplace doniisiim yontemi ile elde edilen beklenen deger ve
varyans grafikleri
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Ornek 3.14: u(x) = cosx —A— Ax — 1 + fox(t — x) u(t) dt, (3.80)

u(0) = —A burada A Beta dagilimina sahip rastgele degisken A,C~Beta(a =4,8 =
3)olmak fizere 2. tip rastgele volterra integral denkleminin ¢6ziim davraniglarini Laplace

Doniisiim yontemiyle elde ediniz.
Coziim:
(3.80) denklemin her iki tarafinin Laplace doniisiimii alinirsa

L{u(x)} = L{cosx — A — Ax — 1} + L{x}L{u(x)}

=2 44 1)} (3.81)

s2+1 s sz 52

—A[s3+s%+s+1]-s
(s2+1)2

Buradan, L{u(x)} =

ve Ters Laplace doniistimiinden u(x) = —Acos(x) —

Asin(x) — gsin(x) elde edilir.

X ~ B (0, B) parametrelerine sahip bir beta rastgele degisken igin, momentler beta

dagiliminin moment ¢ikaran fonksiyonu araciligiyla elde edilebilecegi bilinmektedir.

My(®) = Ele™] = 1+ 57, (T 515 /K (3.82)

=0 g4 B+r

Boylece 1. Moment ,2.moment ve varyansi asagidaki gibidir.

__a 21 _ a(a+1) _ ap
E[X] = a+ﬁ,E[X ] = @1pDGD) veVar[X] = @i P @ipiD (3.83)

Bu momentler ve bagimsiz rastgele degisken X ve Y i¢cin E [XY] = E [X] E [Y] oldugu

icin, beklenen deger ve varyans igin yaklasik formiiller hesaplanabilir.

E(u(x)) = —E(A)cos(x) — E(A)sin(x) — gsin(x) (3.84)

Var(u(x)) = E(u(x)?) — E(u(x))2 = Var(4) cos(x)? + Var(A4)sin(x)? (3.85)
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a = 4vef = 3, parametreleri i¢cin A, C~Beta(a = 4, = 3), E(u(x)) = —gcos(x) —

—%sin(x) - ;—Csin(x), Var(u(x)) = %cos(x)2 + %sin(x)2 = 93—8 (3.86)

olarak bulunur.

Beklenen Deger
0.5¢ T T T C r

E(u)

Varyans
2 £ L L L L L F
Var(u)

1- -
2
g

0

_1 r r r r r

0 0.5 1 15 2 25 3

Sekil 3.14. Rastgele laplace doniisiim yontemi ile elde edilen beklenen deger ve
varyans grafikleri

Ornek 3.15. u"(x) = A + [, (x — ) u(t) dt, (3.87)

u(0) =A4,u'(0) =0 burada A Gamma dagilimina sahip rastgele degisken
A~Gamma(a = 4, = 2),olmak iizere Volterra-integro diferansiyel denkleminin ¢6ziim

davraniglarin1 Laplace Donligiim yontemiyle elde ediniz.
Coziim:
(3.87) denklemin her iki tarafinin Laplace doniisiimii alinirsa

L{u" ()} = L{A} = L{x}L{u(0)}
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S2L{u()} - su(0) —u'(0) = =+ 5 L{u(x)} (3.88)

As
s2-1

Buradan, L{u(x)} =

ve Ters Laplace doniisimiinden u(x) = Acosh(x) elde edilir.

X ~ G (o, B) parametrelerine sahip bir gamma dagilimli X degiskeni i¢in, momentlerin

gama dagiliminin moment ¢ikaran fonksiyonu ile elde edilebilecegi bilinmektedir

1

MX(t) = E[etX] = m.

Boylece 1.moment ve rastgele degiskenin varyansiX ~ G(«, ) asagidaki gibidir:
E[X] = aB,Var[X] = af?.

Bu momentler ve bagimsiz rastgele degiskenler X ve Y i¢in E [XY] = E [X] E [Y] oldugu

icin, beklenen deger ve varyans i¢in yaklasik formiiller hesaplanabilir.

E(u(x)) = E(A)cosh(x) (3.89)
Var(u(x)) = E(u(x)?) — E(u(x))2 = Var(A) cosh(x)? (3.90)
a =4vep =2 parametreleri i¢in A~Gamma(a = 4,8 =2), E(u(x)) = 8cosh(x),

Var(u(x)) = 16 cosh(x)? (3.91)

olarak bulunur.
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Beklenen Deger
100 o L L L L L

50 - -

E(u)

E(u)

O' L r r r r L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

t

Varyans
2000 ¢ T r L T r

]
1

1500

1000

]
1

Var(u)

500 |- -
Var(u)

Sekil 3.15. Rastgele laplace doniisiim yontemi ile elde edilen beklenen deger ve
varyans grafikleri

Ornek 3.16.
u”"(x) +u(x) =Ax+ B,u(0) =0,u'(0) =0 (3.92)

A~N(u = 4,02 = 2) B~Ustel(A = 3)A normal ve B iistel dagilim olmak iizere Volterra-
integro diferensiyel denkleminin ¢6ziim davraniglarin1 Laplace Doniisiim yontemiyle elde

ediniz.
Coziim: (3.92) denkleminin integrali alinirsa;
W' () =25 4 Bx — [Fu(vdt, u(0) = 0 (3.93)

birinci dereceden volterra integral denklemine doniisiir. Bu denkleminde standart volterra

denklemine doniistiirmek i¢in (3.77) denkleminin integralini aliriz.

() =25 + B2 ¥ Xy dedt (3.94)
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(@) =25 + 22 ¥~ Hu(n)de (3.95)

Elde edilen (3.95) denklemine laplace doniisiimii uygulariz.

Lu(x)] = L{—} + L{—} L{J; (x = Hu(t)de} (3.96)
L] = 55+ 25 — LML [u)] (397)
Lu@)] = 5+ 5 - 5 LuE)] (3.98)

L1 +5] =5 +2 (3.99)
Llu@)] = 2= 5 +2] = s (3.100)

(3.100) denkleminin ters laplace doniisiimii alinirsa

u(x) = —Bcost — Asint + At + B (3.101)

denklemini elde ederiz.

(3.101) denkleminin beklenen deger ve varyansini hesaplayalim.

My(t) = E[e™] = e®¥5°°"), (3.102)

X ~ N(u, o) rastgele degiskeninin birinci, ikinci momentleri ve varyansi

E[X] = w,E[X?] = u?> + o?*veVar[X] = o? (3.103)

bulunur. Momentler kullanilarak X ve Y bagimsiz rastgele degiskenler i¢in E[XY | =

E[X]E[Y ] olur.

E(u(x)) = —E(B)cos(x) — E(A)sin(x) + E(A)x + E(B) (3.104)

Var(u(x)) = E(u(x)?) — E(u(x))2 = Var(B) cos?(x) + Var(A) sin?(x) +

Var(A)x? + Var(B) (3.105)

u=40%=2,A~N(u %) ve A =3, B~Ustel(1)dzel degerleri i¢in beklenen deger ve

varyansini bulup grafiklerini ¢izelim
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E(u(x)) = —E(B)cos(x) — E(A)sin(x) + E(A)x + E(B) = —%cos(x) — usin(x) +
ux + % = —écos(x) — 4sin(x) + 4x +§ :

Var(u(x)) = Var(B) cos?(x) + Var(A) sin?(x) + Var(A)x* + Var(B) = E =

%cosz(x) + 02 sin?(x) + 0%x% + %2 = %cosz(x) + 2 sin?(x) + 2x2 +§

(3.106)
olarak bulunur.
Beklenen Deger
80 £ L L L L L L L L L
3 -
w
20
t
Varyans
1000 £ L L L L L L L L L
S
= 500 —~
>
ot
0

Sekil 3.16. Rastgele laplace doniisiim yontemi ile elde edilen beklenen deger ve
varyans grafikleri

3.6. Direk Hesaplama Metodu

Direk hesaplama metodunun integral denklemlerde kullanimini incelemek igin;

u(x) = f() + [, k(x, Ou(t)dt (3.107)
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Fredholm integral denklemi ele alinsin. Bu metot ile integral denklemin

¢oziilebilmesi i¢in ¢ekirdek fonksiyonu
k(x,t) = Xty i (Oh (1) (3.108)

seklinde ayrilabilir yapida olmasi gerekir. ilk olarak (3.108) denklemindeki g¢ekirdek

fonksiyonunu (3.107) denklemindeki fredholm integral denklemin yerine yazilirsa

u(x) = £(x) + g1 (%) [ b (Ou(®)dt + go(x) J, by (Du()dt + -+ g (%) J,, hn(®u(t)dt
(3.109)

Integral denklemi elde edilir (Rahman, 2007). (3.109) integral denkleminde
esitligin sag tarafinda yer alan sinirlari sabit olan t’ye bagli integrallerdir. Bu her integralin

bir sabite esit oldugu anlamina gelir. Buna gore (3.109) daki integral denklemi

u(x) = f(x) + 1a19:(x) + 2ag,(x) + -+ + 1a, gn (%) (3.110)
Seklinde ifade edilebilir.

a; = [) h(®Ou(®)dt, 1<j<n (3.111)

(3.110) ifadesi (3.111) denkleminde yerine yazildiginda a;(1 < j < n) sabitlerini bulmak
i¢cin ¢oziilebilen n adet cebirsel denklemden olusan bir sistem elde edilir. Buradan elde

edilen a; sayisal degerleri (3.110) denkleminde yerine yazilarak fredholm integral

denkleminin ¢6ziimii olan u(x) elde edilmis olur.

Ornek 3.17.
u(x) = Ae™* — % + ge_l + %folu(t)dt (3.112)

burada A~Uggensel(a, b, c) rastgele degisken olmak iizere verilen fredholm integral

denkleminin ¢6ziim davranislarini inceleyiniz.
Coziim:y = [ u(t)dt sesilirse,
u(x) =Ae"x—§+§e_1 +§ (3.113)

elde edilir. (3.113)" (3.112) de yerine yazalim.
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= Ae~X A+A -1
e > 26
1t A A Y
S| (aet—Z 4L —)dt
+2f0(e 2+2e +2
y 1 A Y
_=__A -t — _—1 _ t
> 2[ e P+ ( 2+2e +2)d]
A
gz——e_1+
y=—-Ae '+ 4 (3.114)

(3.114) denklemini (3.113) te yerine yazarsak;

u(x) = Ae ™ (3.115)
olarak bulunur.

(3.115) denklemin beklenen deger ve varyansini hesaplayalim.

+b+ 2+b*+c*—ab—ac—b
E(X)=¥,Var(X)=a c 18a ac — bc

ile verilir.
Ucgensel dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu;

(b—c)e* —(b—a)e + (c — a)e’t
(b —a)(c—a)(b — c)t?

M, (t) =2

A~Ucggensel(a = 0,b = 2,c = 1)dzel degerleri i¢in
E(u(x)) = E(A)e™,
varyansi;
Var(u(x)) = E®)?) - E(u(x)? = Var(4)e™

a=0,b=2,c=106zel degerleri i¢in beklenen deger ve varyansini bulup grafiklerini

¢izelim.
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(a+b+c) _.

E(u(x)) =5 ¢’'= e™™

a’?+ b? +c?—ab —ac — bc 1
Var(u(x)) = Var(A)e** = 5 e 2% = ge‘zx

Beklenen Deger

1 [ 9 T T T L E
E(u)
= o5t -
i
O L r r r r r n
(0} 0.5 1 1.5 2 2.5 3
t
Varyans
0-2 E 9 T T T L E
Var(u)
0.15 =~ -
=
5 0.1 -
=
0.05 ~ -
0 L r r r f L I
(0] 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Sekil 3.17. Direkt hesaplama yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin beklenen deger
ve varyans grafikleri

Ornek 3.18.
u(x) = Acos(x) + Ax — x [2u(t)dt (3.116)

A~N(u,0?) rastgele degisken olmak {izere verilen fredholm integral denkleminin

davraniglarini inceleyiniz.
Coziim: y = [ u(t)dt olsun.
u(x) = Acos(x) + Ax — xy (3.117)

(3.117) denklemini (3.116) da yerine yazarsak;
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T

Acos(x) + Ax — xy = Acos(x) + Ax — x fz(Acos(t) + At — ty)dt
0

m m? m?
y = AsmE+A§—y§
y=A
u(x) = Acosx + Ax — xy
u(x) = Acosx (3.118)

(3.118) denkleminin beklenen deger ve varyansini hesaplarsak;
My(t) = E[etX] = e 307t buradan 2. Momenti ve varyansini hesaplayalim.
E[X] = u, E[X?] = u? + 02, Var[X] = o2.
bu sonuglari kullanarak beklenen deger;
E(u(x)) = E(A)cos(x),
varyansi;
Var(u(x)) = E(u(x)?) — E(u(x))2 = Var(A) cos?(x)

u = 6,0% = 46zel degerleri igin beklenen deger ve varyansini bulup grafiklerini gizelim.

E(u(x)) = pcos(x) = 6¢cos(x),

Var(u(x)) = Var(A4) cos?(x) = a2 cos?(x) = 4 cos?(x)
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Beklenen Deger
10 r L L L L L L L L L

=
L
_10 C L r r r r r r r r
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t
Varyans
T T T 5 5 /e L7
Var(u)
S
= -
>
r r r r r r
4 6 8 10 12 14 16 18 20

Sekil 3.18. Direkt hesaplama yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin beklenen deger
ve varyans grafikleri

3.7. Seri Coziim Metodu
Bu metot ¢ogunlukla diferansiyel denklemler ve integral denklemlerde Taylor

serilerine bagl olarak kullanilan bir metottur.

SCM’nin integral denklemlerde kullanimini incelemek i¢in;

u(x) = f(x) + 4, kCx, u(t)dt (3.119)
Ikinci tiir volterra integral denklemi ele almsin.u(x)bilinmeyen fonksiyonunun analitik

fonksiyon oldugu diisiiniiliirse bu fonksiyon;

u(x) =Yg a,x™ (3.120)
serisi ile ifade edilebilir. Bu seri incelenen ikinci tiir Volterra integral denklem esitliginin

her iki tarafinda yerine yazilirsa;
T5 anx™ = T(£(0)) + A [y k(x, 0)(Erzo ant™de (3.121)

esitligi elde edilir. (3.121) esitliginin her iki tarafindaki seriler acilirsa ;
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o + arx + azx? + - = T(f (X)) + A [ k(x,t)(ao + ast + apt? + - )dt (3.122)

elde edilir (Rahman, 2007). Bu esitlikte yer alan T'(f(x)) ifadesi f(x) fonksiyonunun
Taylor serisidir.(3.121) veya (3.122)esitliginin sag tarafinda yer alan integral alinip x in
ayni kuvvetlerinin katsayilar1 bir araya getirildiginde ve esitligin diger tarafinda yer alan
ayn1 kuvvetlere sahipx in katsayilari ile esitlendiginde yineleme bagintisi elde edilir. Elde
edilen yineleme bagintisi ¢oziilerek a, n = 0 katsayilar1 bulunur. Bulunan bu katsayilar

(3.121) serisinde yerine yazildiginda integral denklemin bir ¢6ziimii varsa bu ¢6ziim elde

edilir.
Ornek 3.19.
u(x) = B+ (A — B) cos(x) + (A + B) sin(x) — [ u(t)dt (3.123)

B~N(u,0%) ve 1 =2, A~Ustel(1) dagilima sahip rastgele degisken olmak {izere verilen

volterra integral denkleminin ¢6ziim davraniglarini seri ¢6ziim metoduyla inceleyiniz.

Coziim:
u(x) = Yoo anx™seklinde bir seri denklemi alalim. sin(x) vecos(x) fonksiyonlarinin
Taylor seri agilimini (3.123) denkleminde yerine yazalim.

had X210 x2n+1

Zanx”—B+(A B)Z( 1)"(2 )|+(A+B)Z( 1)71(2 "

n=0
j Z a,t™dt
2n 2n+1 xn+1

—B+(A- B)Z( D" G )|+(A+B)Z( D T Zanm

o)

5
u(x) = B+(A—B)(1—%+%—%+~-)+(A+B)(x——+;—;+ ) -

x2 x3 x*
[aox +a; - + a5 +az -+ -]

—A —-B A
a0=A,a1=B,a2=7,a3=?,a4=a
3 x%  x* x3 x°

u(x) = A|l—Zpt = |+ Bl — g+ o =]
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u(x) = Acos(x) + Bsin(x)

(3.124)
(3.124) denkleminin beklenen deger ve varyansini hesaplarsak;
X ~ N(u, o®)rastgele degiskeninin birinci, ikinci momentleri ve varyansi
E[X] = w,E[X?] = u?> + o?veVar[X] = o? (3.125)

bulunur. Momentler kullanilarak X ve Y bagimsiz rastgele degiskenler icin E[XY | =
E[X]E[Y ] olur.

E(u(x)) = E(A)cos(x) + E(B)sin(x)
Var(u(x)) =E(u)?) - E(u(x))2 = Var(A) cos?(x) + Var(B) sin?(x) (3.126)

u=>50%=6B~N(uc?) veld =2, A~Ustel(A)dzel degerleri icin beklenen deger ve
varyansini bulup grafiklerini ¢izelim

E(u(x)) = E(A)cos(x) + E(B)sin(x) = %cos(x) + usin(x) = %cos(x) + 5sin(x)

Var(u(x)) = Var(A4) cos?(x) + Var(B) sin?(x) = %zcosz(x) + 02sin?(x) =
icosz(x) + 6 sin?(x)

(3.127)
olarak bulunur.
Beklenen Deger
10 E T T T T T T T T T F
5 - a
= (0] /\/_\/_\_/
]
5 |- E) -
_10 ol r r r r r r r r r L
(e} 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t
Varyans
6 E T T T T T T /\ T F
4 - Var(u) [
=
<
2~ .
0 ol r r r r r r r r r L
(e} 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t

Sekil 3.19. Seri ¢oziim metodu yontemi ile elde edilen ¢6ziimlerin beklenen
deger ve varyans grafikleri
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Ornek 3.20.
u''(x) = Asinh(x) + Az—x — %A sinh(2x) + fox sinh(t)u(t)dt, u(0) = 0,u’'(0) = A4, (3.128)

A~Ucggensel(a, b, c) rastgele degisken olmak iizere verilen volterra-integro integral

denkleminin ¢6ziim davraniglarini inceleyiniz.

Coziim:
u(x) = Yo, apx"seklinde bir seri denklemi alalim. sinh(x)vesinh(2x) fonksiyonlarimin

Taylor seri agilimini (3.128) denkleminde yerine yazalim.

o)

Z nn —1)a,x"

n=2
Z 2n+1 x (zx)2n+1 j z t2n+1 z tndt
ant+ Dl T2l @n+ ! Zn+ ) LM

2a, + 6azx + 12a,x? + 20asx3 + -+

x3 x5 X7 Ax
—Alx 4+t |+ =

31 51 71 2
A (2x)®  (2x)°> (2x)7
_Z<2x+ T TR

+j <t+3|+5|+7|+ )(At+a2t2+a3t3+---)dt,a0=0,a1
0

A A
=A,a2 = 0,(13 =—,a4 = O:aS =§,

3!
x3  x°
u(x) = Alx +—+§+ ‘]
u(x) = Asinh(x) (3.129)
(3.129) denkleminin beklenen deger ve varyansini hesaplarsak;
a+b+c a?+ b%+c?>—ab—ac — bc
E(X) =%,Var(X)= 18

ile verilir.
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Ucgensel dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu;

(b—c)e* —(b—a)et + (c —a)e’t
(b—a)(c—a)(b—c)t?

M, (t) =2

A~Ucggensel(a = 0,b = 4, c = 2)bzel degerleri i¢in
E(u(x)) = E(A)sinh(x),

varyansi;

Var(u(x)) = E(u(x)?) — E(u(x))2 = Var(A) sinh?(x)

a =0,b = 4,c = 206zel degerleri i¢in beklenen deger ve varyansini bulup grafiklerini

¢izelim.

(a+b+c)

E(u(x)) = 3

sinh(x) = 2sinh(x)

a’?+ b%>+c*—ab—ac—bc
18

Var(u(x)) = Var(A)e* = sinh?(x) = gsinh2 (x)
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Sekil 3.20. Seri ¢oziim metodu yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin beklenen deger
ve varyans grafikleri
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4. BULGULAR

Bu tez ¢alismasi kapsaminda, rastgele efektli volterra integral denklemi, fredholm
integral denklemi ve volterra-integro integral denklemlerinin ¢oziimleri Diferansiyel
Dontisiim Yontemi (DDY), Sumudu Doniisiim Yontemi (SDY), Elzaki Dontisiim Y 6ntemi
(EDY), Laplace Déniisiim Yontemi (LDY), Varyasyon Iterasyon Metodu (VIM), Direk
Hesaplama Metodu (DHM), Seri Coziim Metodu (SCM) gibi yaklasik analitik ¢oziim
yontemleri yardimiyla elde edilmistir. Elde edilen Rastgele integral denklemlerin Beta,
Gama, Diizgiin, Normal, Ustel ve Uggensel dagilimlar yardimi ile olasilik karakteristikleri
incelenmistir. Ayrica elde edilen ¢oziimlerin beklenen deger ve varyanslari hesaplanmistir.
Beklenen deger ve varyansi hesaplanan denklemlerin grafikleri Matlab paket programi

yardimiyla ¢izdirilmistir.



5. iIRDELEME

Yapilan calismada rastgele katsayili fredholm ve volterra integral denklemler
literatiirde en ¢ok kullanilan DDY, SDY, EDY, LDY, VIM, DHM ve SCM yontemleriyle
coztimleri elde edilmistir. Farkli olasilik dagilimlar1 segilerek beklenen deger ve varyans
¢Ozlimleri bulunmus ve ¢oziim grafikleri Matlab paket programi yardimiyla ¢izilmistir.
Literatiirde bu tiirden ¢alismalar ¢cok az yer almaktadir. Bu calismanin mevcut olan boslugu
dolduracagi ve bu alanda ¢aligmak isteyen arastirmacilara yol gosterici nitelik tagidigini

sOyleyebiliriz.



6. SONUCLAR

Bu calismada rastgele katsayili integral denklemler farklt metotlar yardimiyla

incelenmistir. Elde edilen sonuglar asagida verilmistir.

1.

Rastgele efektli volterra integral denklemleri Diferansiyel Doniisiim Yo6ntemi
(DDY), Sumudu Déniisiim Yontemi (SDY), Elzaki Donilisim Yontemi (EDY),
Laplace Déniisiim Yontemi (LDY), Varyasyon Iterasyon Metodu (VIM), Direk
Hesaplama Metodu (DHM), Seri Coziim Metodu (SCM) gibi yoOntemler
kullanilarak ¢oziilmiistiir.

Rastgele efektli fredholm integral denklemleri Diferansiyel Doniisiim Yo6ntemi
(DDY), Sumudu Doéniisiim Yontemi (SDY), Elzaki Doniistim Yontemi (EDY),
Laplace Déniisiim Yontemi (LDY), Varyasyon Iterasyon Metodu (VIM), Direk
Hesaplama Metodu (DHM), Seri Coziim Metodu (SCM) gibi yoOntemler
kullanilarak ¢6ziilmiistiir.

Rastgele efektli volterra ve volterra-integro integral denklemlerinin elde edilen
¢Ozlimlerinin olasilik karakterleri incelenmistir.

Rastgele efektli fredholm integral denklemlerinin bulunan ¢oziimlerinin olasilik
karakterleri incelenmistir.

Rastgele efektli volterra integral denklemlerinin bulunan ¢dziimlerinin beklenen
deger ve varyanslar1 hesaplanarak Matlab paket programi yardimiyla grafikleri
cizilmistir.

Rastgele efektli fredholm integral denklemlerinin bulunan ¢6ziimlerinin beklenen
deger ve varyanslari hesaplanarak Matlab paket programi yardimiyla grafikleri

cizilmistir.



7. ONERILER

Yapilan bu ¢alisma kapsaminda rastgele volterra ve fredholm integral denklemlerinin

¢Ozlimleri ile ilgili ¢alismay1 diigslinen arastirmacilar i¢in bazi Oneriler asagidaki gibi

stralanmustir.
1. Rastgele katsayili volterra integral denklemleri icin farkli olasilik
dagilimlarindan elde edilen ¢6zlim davranislart incelenebilir.
2. Rastgele katsayili fredholm integral denklemleri igin farkli olasilik
dagilimlarindan elde edilen ¢6zlim davranislart incelenebilir.
3. Iki veya daha yiikksek boyutlu integral denklemleri de rastgele hale

donistiiriilerek olasilik karakteristikleri incelenebilir.
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